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В работе исследована смешанная задача с производными второго порядка в граничных 
условиях для уравнения параболического типа третьего порядка с кратными характеристиками. 
Доказаны теоремы о существовании и единственности решения исследуемой задачи, для чего 
применяется метод априорных оценок. Проведено исследование полученного решения и его 
производных требуемого порядка на равномерную сходимость.  
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ее производных. 

 
 

Введение 
В прямоугольной области  hyrxyxD <<0,<<0:),(=  евклидовой плоскости 

точек ),(= yxz  рассмотрим уравнение  

),(=)()()()()()()()()()(= 01212 zfuzazuzbzuzbzuzazuzazuLu yyyxxxxxx     (1) 

где    21,,0=, iyxai ,  21,=),( jyxbj , ),(=)( yxfzf  – заданные функции из класса 

 DCza i
xi )( ,  DCzb j

yj )( ,  DCzf )( , а ),(=)( yxuzu  искомая функция. 

По классификации дифференциальных уравнений высшего порядка, приведенной 
в монографии А.М. Нахушева [1], уравнение (1) относится к уравнениям 
параболического типа. В монографии Т.Д. Джураева [2] уравнения вида (1) названы 
уравнениями третьего порядка с кратными характеристиками. В работе [3] показано, 
что линейное приближение распространения нелинейных звуковых волн в жидкости 
при кавитации описывается уравнением вида (1) при 0)(2 zb . Отметим также, что к 

уравнению вида (1) при 0)(2 zb  можно прийти и в процессе линеаризации уравнения 
Кортевега – Де Фриза [4], имеющей важные применения в вопросах распространения 
нелинейных волн в слабодиспергирующих средах [5]. В работах [6]–[10] изучены 
локальная, нелокальная и общие краевые задачи для уравнения (1) в случае, когда 
коэффициент 0)(2 zb . В работе [11] исследованы нелокальные задачи с 
интегральными условиями для линеаризованного уравнения Кортевега – Де Фриза.  

                                                            
1 Статья подготовлена по материалам доклада, представленного на XII Международной научно-
практической конференции «Фундаментальные и прикладные проблемы математики и инфор-
матики», которая прошла 19–22 сентября 2017 года в Дагестанском государственном универси-
тете (г. Махачкала, РФ). 



Балкизов Ж.А. Смешанная задача с производными второго порядка в граничных условиях для уравнения 
параболического типа третьего порядка с кратными характеристиками 

 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2017. Том 32. Вып. 4 

48 

В работах [12]–[14] различными методами получены фундаментальные решения 
модельного уравнения третьего порядка с кратными характеристиками вида  

 0=)()( zuzu yyxxx  ,      (2) 

а также изучены свойства полученных решений, в частности получены оценки 
построенных фундаментальных решений и их производных. 

Краевые задачи для уравнений вида (2) и (1) при   0,2 yxb  как в ограниченной, 
так и в неограниченной областях изучены в работах [15]–[19]. Методом априорных 
оценок в работе [20] исследована краевая задача для общего уравнения вида (1). 

В данной работе для уравнения (1) исследуется смешанная задача с производны-
ми второго порядка в граничных условиях. 

 
Постановка задачи 

Определение. Регулярным в области D  решением уравнения (1) назовем 

функцию  yxuzu ,=)(  из класса    DCDC yx
23,

, , при подстановке которой уравнение 

(1) обращается в тождество. 
В данной работе исследуется следующая 
Задача 1. Найти регулярное в области D  решение уравнения (1) из класса 
 }0{  xDCux ,  }{}0{ rxxDCuxx  ,  }{}0{ ryyDCuy   удовле-

творяющее краевым условиям 
       yyuyyuxx 1,0,0   ,        yyruyyruxx 2,,   ,    yyux 3,0  , 

hy 0 ,                                                            (3) 
а также условиям периодичности по времени 

   hxuxu ,0,  ,     hxuxu yy ,0,  ,   rx 0 , (4) 

где  y ,  y ,   ],0[ hCyi  , 3,1i  – заданные функции. 

 
Теорема о единственности решения задачи 1 

Обозначим  

  
D

dydxzzuu )()(=, 0  ,    
D

dydxzuuuu 2
0

2
0

=,= . 

Справедлива следующая 
Теорема 1. Пусть заданные функции    21,,0=, iyxai ,  21,=),( jyxbj ,  y , 

 y  таковы, что они обладают свойствами:  

0),(2 yxa , 0),(2 yxb  Dyx  ),(          (5) 

    ,),(0<,2),(,),(),( 01122 Dyxyxayxbyxayxbyxa yxyyxx        (6) 

      020,0, 12  yyaya x  ,         ][0,,2,, 2
212 hyyrayyrayra x   ,   (7) 

   0,=, 22 xbhxb ,          .0,0,,0,, 1122 rxxbhxbxbhxb yy     (8) 

Тогда для решения ),(=)( yxuzu  задачи 1 имеет место энергетическое 
неравенство  

 ,)()(
00

zfMzu        (9) 

где M  – положительная постоянная, не зависящая от искомой функции )(zu . 
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Доказательство. Обозначим через     hyrxyxD <<,<<:,= , где   – 

произвольное, достаточно малое положительное число. Для исходного оператора Lu  
справедливо тождество:  

 ,)(2)(2)(
)()(

=2 2
2

2
2

2
00 yx uzbuzauza

y

zP

x

zQ
Luu 








  (10) 

где  

  ;)(2)()(=)( 2
2

12 yy uuzbuzbzbzP   

  ;)(22)()(=)( 2
2

2
21 xxxxx uuuzauuuzazazQ   

   .2)()()(=)( 0112200 zazbzazbzaza yxyyxx   

Интегрируя тождество (10) по вспомогательной области D , а затем применяя к 

полученному равенству формулу Грина, будем иметь  
dyyxQdxyxPdydxLuu

D

),(),(=2 


 

  ,)()(2=)(2)(2)( 2
2

2
2

2
00  

 DD
yx dydxzfzudydxuzbuzauza     (11) 

где   – граница вспомогательной области D . 

Перейдем в равенстве (11) к пределу при 0 . Легко заметить, что при этом 
область D  переходит в D . Тогда с учетом граничных условий (3), (4) получим  

            
r

y dxxuxuxbhxbfu
0

220 ,0,0,0,2=,2  

            
r

yy dxxuxbhxbhxbxb
0

2
1122 ,0,0,,,0  

          
h

x dyyuyyaya
0

2
12 ,02,0,0   

                   
h

xxx dyyruyruyruyrayruyyrayra
0

2
2

2
21 ,,,,2,2,,   

   .=)(22)( 54321
2

2
2

2
2

00 IIIIIdydxuzbuzauza
D

yx       (12) 

Из условия (8) теоремы 1 сразу следует, что  

         0.=,0,0,0,2=
0

221  
r

y dxxuxuxbhxbI  

В силу условий (7) и (8) справедливы неравенства  

           00,0,,,0,=
0

2
11222 

r

yy dxxuxbhxbhxbxbI , 

         0,02,0,0
0

2
123  

h

x dyyuyyayaI  , 

                  0,,,,2,2,,
0

2
2

2
214  

h

xxx dyyruyruyruyrayruyyrayraI  , 
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а в силу условий (5) – интеграл  

    
DD

yx dydxzuzadydxuzbuzauzaI )()(2)(2)(= 2
00

2
2

2
2

2
005 . 

С учетом перечисленных выше неравенств из (12) находим 

    ,,2 2
000 

D

dydxuzafu  

откуда 

     2
0

2
000,2 umdydxuzafu

D

  ,      (13) 

где 
   

   zazbzazbzazam yxyyxx
DyxDyx

01122
,

00
,

2)()()(min=)(min= 


. 

С другой стороны, используя неравенство Юнга, убеждаемся в том, что 

  2
0

1

2
010

1
,2 fufu


  ,               (14) 

где 1  достаточно малое положительное число. 
Из (13) и (14) приходим к неравенству 

.
1 2

0
1

2

01

2

0
fuum


   

Выбирая 
2

=1
m  из последнего неравенства, приходим к априорной оценке (9). 

Теорема 1 доказана. 
Из априорной оценки (9) вытекает единственность регулярного решения 

исследуемой задачи 1. 
 

Теорема о существовании решения задачи 1 
Теорема 2. При условиях (6), (7) решение задачи 1 существует. 
Далее перейдем к исследованию вопроса о существовании решения задачи 1. 

Существование решения задачи (3), (4) для уравнения (1) будем доказывать с 
использованием метода разделения переменных (метода Фурье) для частного случая 
уравнения (1), когда  

  constyxb ==,2  ,   constyxa ==,0  ,       0,=,=, 121 yxbyxayxa , 

  consty == ,   consty ==  . 
Условия (5)–(8) при этом будут выполнены, если  

 0 , 0 , 0 , 0 , 022   .     (15) 
При сделанных предположениях относительно коэффициентов 

   21,,0=, iyxai ,  21,=),( jyxbj  задача (1), (3), (4) переходит к следующей задаче:  

,),(),,(= Dyxyxfuuu yyxxx             (16) 

                ),(0,,=0,,=,,,=,00, 321 hyyyuyyruyruyyuyu xxxxx      (17) 

         .0,,,=0,,,=0, rxhxuxuhxuxu yy           (18) 

Вначале положим, что 0=),( yxf . Решение задачи (16)–(18) ищем в виде  

  .)(=),( yYxXyxu       (19) 
Подставляя (19) в (16), с учетом условий (18) приходим к следующей задаче на 

собственные значения относительно  yY :  
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     0,='' yYyY       (20) 

        .'=0',=0 hYYhYY      (21) 
При 0<  задача (20)–(21) имеет только тривиальное решение 0)( yY . 

Пусть 0= . В этом случае функция  
2

= 0
0

A
yY , где constA =0 , является 

собственной функцией задачи (20)–(21), соответствующей собственному значению 
0=0 . 

И наконец, при 0>  собственные значения задачи (20)–(21) будут иметь вид 

 ,,
2

=
2

Nn
h

n
n 






   

а собственной функцией, соответствующей собственным значениям n , будет функция  

  .
2

sin
2

cos= 














y
h

n
By

h

n
AyY nnn


 

Легко заметить, что система функций 


























1=

2
sin;

2
cos;

2

1

n

y
h

n
y

h

n 
 образует 

полную ортогональную систему в ][0,2 hL . 
Пусть теперь 0),( yxf . Решение неоднородного уравнения (16) будем искать в 

виде ряда Фурье по собственным функциям задачи (20)–(21):  

 
 

,
2

sin)(
2

cos)(
2

=),(
1=

0





















 


y

h

n
xBy

h

n
xA

xA
yxu nn

n


 (22) 

где )(0 xA , )(xAn , )(xBn  пока неизвестные достаточно гладкие функции. 

Предположим, что правая часть ),( yxf  уравнения (16), а также функции  y1 , 

 y2 ,  y3 , входящие в граничные условия (3) допускают разложение в ряд Фурье по 

собственным функциям задачи (20)–(21):  
 






















 


y

h

n
xy

h

n
xF

xF
yxf nn

n

 2
sin)(

2
cos)(

2
=),(

1=

0 ,     (23) 

   3,2,1,
2

sin)(
2

cos
2

=
1=


























ky
h

n
xy

h

n
y knkn

n

ko
k

 ,   (24) 

где   





h

n dyy
h

n
yxf
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Подставляя (22) в уравнение (16), с учетом (23) приходим к равенству 
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Из последнего равенства с учетом условий (17) и разложения (24) приходим к 
следующим задачам относительно искомых функций )(xAn , )(xBn : 
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' 0  .      (28) 

Решения задач (25)–(26), (27)–(28) выписываются по формулам:  
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одставляя значения )(0 xA , )(xAn , )(xBn  в (22), находим  
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С учетом значений )(0 xF , )(xFn , )(xn  из (29) приходим к следующему 

представлению решения исследуемой задачи 1:  
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Знаменатель функций  xB1 ,  xB2 ,  xB3   

022 2  r  
в силу условий (15), а знаменатель 

    
r

nnnnn
r

nn

n

n errre 22422

3
coscos

3
cos2=


 

















 






   

коэффициента  na1  не равен нулю в силу единственности решения задачи 1.  

Таким образом, формула (30) дает представление единственного решения задачи 
1 для уравнения (1) в случае, когда коэффициенты   0),(=),(=, 121 yxbyxayxa , а  

  0,2  yxb ,   0,0  yxa , 0 , 0 , 022   . 

Пользуясь признаком Даламбера, легко доказать равномерную сходимость ряда 
формулы (30) и ее производных  zuxxx ,  zuyy , из которого вытекает непрерывность 

решения  zuu   и ее производных требуемого порядка. Следовательно, формула (30) 
служит представлением единственного регулярного решения задачи 1. 
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The authors of the article investigate a mixed problem with derivative of second order in bound-
ary conditions for parabolic equation of the third order with multiple characteristics. Theorems about 
existence and uniqueness of solution of the investigated problem are proven applying the method of a 
priori estimates. Using the method of separation of variables the solution discharged in the form of 
Fourier series in eigenfunctions of the problem. The study of the obtained solution and its derivatives 
of the required order of uniform convergence is made. 
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