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Доказаны формулы для определения неизвестного векторного поля на плоскости, задан-
ного своим поперечным лучевым преобразованием в ограниченном угловом диапазоне. В пер-
вой формуле используется интегральная формула интерполяции функции с ограниченным 
спектром. Восстанавливается преобразование Фурье дивергенции неизвестного поля. Во вто-
рой формуле интерполяция производится по дискретным значениям функции. Восстанавлива-
ются координатные функции потенциальной части искомого поля. Векторное поле ищется в 
классе вектор-функций, сосредоточенных в некоторой полосе, достаточно быстро убывающих 
на бесконечности и имеющих непрерывные вторые производные. 
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Поперечное лучевое преобразование ܲୄ на евклидовой плоскости Թଶ отображает 

векторное поле ݂ ൌ ሺ ଵ݂, ଶ݂ሻ в функцию ܲୄ݂, определенную формулой 

	ܲୄ݂ሺߦ, ሻݏ ൌ න൫ߦଵ ଵ݂ሺߦݏ ൅ ሻߟݐ ൅ ଶߦ ଶ݂ሺߦݏ ൅ ݐሻ൯݀ߟݐ ൌ

ஶ

ିஶ

න〈ߦ, ݂ሺߦݏ ൅ ݐ݀〈ሻߟݐ

ஶ

ିஶ

,				ሺ1ሻ 

ݏ ∈ Թ. Интегрирование ведется вдоль прямой ݈ ൌ ݈క,௦: ݔ ൌ ߦݏ ൅ ݔ или) 	ߟݐ ⋅ ߦ ൌ  с (ݏ
направляющим вектором ߟ ൌ ሺߟଵ, ଶሻߟ ൌ ሺെ sinߙ , cos ሻߙ ∈ Թଶ, ߦ ൌ ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ୄߟ ൌ	
ൌ ሺcos ߙ , sin ሻߙ ∈ Թଶ – ортогональный вектор: ߦ ٣  .ߟ

Аналогично определяется продольное лучевое преобразование: 

݂ܲሺߟ, ሻݏ ൌ න൫ߟଵ ଵ݂ሺߦݏ ൅ ሻߟݐ ൅ ଶߟ ଶ݂ሺߦݏ ൅ ݐሻ൯݀ߟݐ ൌ

ஶ

ିஶ

න〈ߟ, ݂ሺߦݏ ൅ ݐ݀〈ሻߟݐ

ஶ

ିஶ

,				ሺ2ሻ 

т. е. интеграл, вычисленный вдоль прямой ݈క,௦ компоненты поля ݂, параллельной пря-
мой ݈క,௦, тогда как в преобразовании (1) интегрируется вдоль той же прямой компонен-
та поля ݂, ортогональная прямой ݈క,௦. 

Семейство ориентированных прямых в Թଶ можно параметризовать точками еди-
ничного цилиндра ܼ ൌ ॺଵ ൈ Թ в Թଷ. 

Преобразования вида (1) возникают в задачах измерения температуры в газах с 
использованием дистанционных измерений. Преобразования вида (2) возникают в фи-
зике плазмы, в фотоэластичности, в акустической томографии, в задачах визуализации 
движения крови в человеческом теле путем измерений ультразвуковых сигналов и т. д. 
[1, 2]. 
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Целью данной статьи является восстановление неизвестного поля ݂ по известной 
функции ܲୄ݂ሺߦ,  ,ሻ. Практически обоснованным является решение этой задачи в случаеݔ
когда функция ܲୄ݂ задана не на всем множестве ܼ, а лишь на некоторой его части. Мы 
будем предполагать, что вектор ߦ меняется в произвольно малом угловом диапазоне. 
Однозначное решение задачи на таком подмножестве ܼ возможно в специальном клас-
се функций – функций с ограниченным спектром. Поведение функций этого класса 
легко предсказуемо, для этих функций имеются теоремы интерполяции на произволь-
ный интервал. Мы доказываем две формулы обращения, основанные на разных мето-
дах интерполяции. 

Введем необходимые обозначения и установим простейшие свойства преобразо-
ваний (1), (2) (обозначения заимствованы из работ [2, 3]).  

Символом ܵ௠,௞ обозначим класс функций, имеющих непрерывные частные про-
изводные до k-го порядка, причем сами функции и все их производные до k-го порядка 

убывают на бесконечности со скоростью ܱ ቀ ଵ

|௫|೘
ቁ. Будем говорить, что векторное поле 

݂ ൌ ሺ ଵ݂, ଶ݂ሻ принадлежит классу ܵ௠,௞, если координатные функции ଵ݂, ଶ݂ ∈ ܵ௠,௞. В част-
ности, финитное гладкое (класса ܥ௞) поле принадлежит ܵ௠,௞ с любым ݉ ൒ 0. 

Для градиента функции ߮ и дивергенции поля ݂ ൌ ሺ ଵ݂, ଶ݂ሻ применим обозначения 

݀߮ ൌ ൬
߲߮
ଵݔ߲

,
߲߮
ଶݔ߲

൰ , ሺ݂ߜሻ ൌ
߲ ଵ݂

ଵݔ߲
൅
߲ ଶ݂

ଶݔ߲
. 

По аналогии введем операторы ортогонального градиента ݀ୄ и ортогональной ди-
вергенции ୄߜ: 

݀ୄ߮ ൌ ൬െ
߲߮
ଶݔ߲

,
߲߮
ଵݔ߲

൰ , ݂ୄߜ ൌ
߲ ଶ݂

ଵݔ߲
െ
߲ ଵ݂

ଶݔ߲
. 

Векторное поле ݂ называется потенциальным, если существует функция ߮ (по-
тенциал), такая, что ݂ ൌ ݀߮. Поле ݃ называется соленоидальным, если ݂ߜ ൌ 0. Для вся-
кого соленоидального векторного поля ݃ также существует функция ߰, такая, что 
݃ ൌ ݀ୄ߰. 

Сформулируем некоторые свойства потенциалов и преобразований (1), (2) век-
торных полей с компонентами из пространства ܵ௠,௞. 

Лемма 1. Для любых гладких (класса ܥ௞, ݇ ൒ 2) функций ߮,߰ справедливы равен-
ства: 

1. a) ߜሺ݀߰ሻ ൌ ∆߰, b) ୄߜሺ݀߰ሻ ൌ 0, c) ୄߜሺ݀ୄ߮ሻ ൌ ∆߮, d) ߜሺ݀ୄ߰ሻ ൌ 0. 
Пусть ݑ – потенциальное, ݒ – соленоидальное векторные поля: ݑ ൌ ݀߮, ݒ ൌ ݀ୄ߰, 

߮, ߰ ∈ ܵଶ,ଵ. Тогда справедливы следующие свойства: 
2. a) ሺܲݑሻሺୄߦ, ሻݏ ൌ 0, b)	ሺܲୄݒሻሺߦ, ሻݏ ൌ 0; 
3. Поперечное лучевое преобразование поля ݑ и продольное лучевое преобразова-

ние поля ݒ связаны с преобразованиями Радона потенциалов ߰, ߮	соотношениями 

ሺܲୄݑሻሺߦ, ሻݏ ൌ
߲
ݏ߲
ܴ߰ሺߦ,  ,ሻݏ

ሺܲݒሻሺୄߦ, ሻݏ ൌ
߲
ݏ߲
ܴ߮ሺߦ,  .ሻݏ

Доказательства свойств достаточно просты и состоят в непосредственной про-
верке. 
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Разложение векторного поля на потенциальную и соленоидальную части занимает 
важное место в векторном и тензорном анализе и, в частности, в векторной и тензорной 
томографии. Проделав выкладки п. 4.12 из книги [4] для двумерного случая, в наших 
обозначениях теорему об указанном разложении векторного поля на всей плоскости 
можно сформулировать следующим образом (см. также [2, 3]). 

Теорема 2. (Гельмгольц). Любое векторное поле ݂ из класса ܵଷ,ଵ, заданное во всем 
пространстве, может быть единственным образом (с точностью до векторной по-
стоянной) представлено в виде суммы потенциального ݑ и соленоидального ݒ полей: 

݂ ൌ ݑ ൅ ݒ ൌ ݀߮ ൅ ݀ୄ߰, 
где  

߮ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ
1
ߨ2

ඵ݂ߜ ⋅ ln ݎ ଶݕଵ݀ݕ݀

	

Թమ

, 

		߰ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ
1
ߨ2

ඵ݂ୄߜ ⋅ ln ݎ ଶݕଵ݀ݕ݀

	

Թమ

ݎ			, ൌ ݔ| െ  .|ݕ

Замечание 1. Утверждение теоремы справедливо при более слабых предположениях 
относительно поведения на бесконечности. А именно, достаточно потребовать, чтобы 

|݂ሺݔሻ| ൌ ܱ ቀ ଵ

|௫|భశഄ
ቁ , |ሻݔሺ݂ߜ| ൌ ܱ ቀ ଵ

|௫|మశഄ
ቁ , |ሻݔሺ݂ୄߜ| ൌ ܱ ቀ ଵ

|௫|మశഄ
ቁ при |ݔ| → ∞, ߝ ൐ 0. 

Приведем формулы обращения для компонент векторного поля в предположении, 
что заданы продольные и поперечные лучевые преобразования поля ݂. Запишем эти 
преобразования в форме системы уравнений  

൜
݂ܲ ൌ ଵߟ ⋅ ܴ ଵ݂ ൅ ଶߟ ⋅ ܴ ଶ݂,
ܲୄ݂ ൌ ଵߦ ⋅ ܴ ଵ݂ ൅ ଶߦ ⋅ ܴ ଶ݂,

																																															ሺ3ሻ 

где ܴ – преобразование Радона:  

ܴ݄ሺߦ, ሻݏ ൌ න ݄ሺݔሻ݀ݔ

	

௫⋅కୀ௦

. 

Разрешая эту систему относительно неизвестных ሺܴ ଵ݂ሻ, ሺܴ ଶ݂ሻ, получим выраже-
ния для преобразования Радона ܴ ଵ݂, ܴ ଶ݂ компонент неизвестного векторного поля ݂ 
через известные лучевые преобразования ݂ܲ и ܲୄ݂: 

ܴ ଵ݂ ൌ ଵߟ ⋅ ݂ܲ ൅ ଶߟ ⋅ ܲୄ݂, 
ܴ ଶ݂ ൌ ଵߦ ⋅ ݂ܲ ൅ ଶߦ ⋅ ܲୄ݂. 

Применяя к обеим частям полученных выражений любую из формул обращения 
оператора Радона, получим компоненты искомого поля. 

Однако на практике бывает известно лишь одно из лучевых преобразований: про-
дольное или поперечное. Пусть, например, известно поперечное преобразование поля 
݂. По теореме Гельмгольца имеет место разложение ݂ ൌ ݀߮ ൅ ݀ୄ߰ ൌ ݑ ൅  В силу .ݒ
свойства 2 леммы 1 ܲୄሺ݀ୄ߰ሻ ൌ 0, поэтому речь может идти о восстановлении лишь 
потенциальной части ݑ ൌ ሺݑଵ,  ଶሻ поля ݂. Но в силу того же свойства 2 потенциальнаяݑ
часть принадлежит ядру продольного лучевого преобразования: ܲݑ ൌ 0. Имеем также 
ܲୄ݂ ൌ  :Получаем систему, аналогичную системе (3) .ݑୄܲ

൜
0 ൌ ଵߟ ⋅ ଵݑܴ ൅ ଶߟ ⋅ ,ଶݑܴ
ܲୄ݂ ൌ ଵߦ ⋅ ଵݑܴ ൅ ଶߦ ⋅ ,ଶݑܴ

 

разрешая которую, находим  
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ଵݑܴ ൌ ଵߦ ⋅ ܲୄ݂ ≡ cos ߙ ⋅ ଶݑܴ					,݂ୄܲ ൌ ଶߦ ⋅ ܲୄ݂ ≡ sinߙ ⋅ ܲୄ݂.											ሺ4ሻ 
Другой способ обращения поперечного лучевого преобразования заключается в 

следующем. В силу теоремы 2 задача определения потенциальной части равносильна 

задаче восстановления функции ݂ߜ ൌ డ௙భ
డ௫భ

൅ డ௙మ
డ௫మ

. Действительно, формула этой теоремы 

дает выражение потенциальной части ݑ через дивергенцию ݂ߜ. С другой стороны, в си-
лу свойства 1 d) леммы 1  

݂ߜ ൌ ݑߜ ൅ ݒߜ ൌ ݑߜ ൅ ሺ݀ୄ߰ሻߜ ൌ  .ݑߜ
Следующая лемма сводит задачу нахождения ݂ߜ к задаче обращения преобразо-

вания Радона функции ݂ߜ (в [5, с. 49] аналогичное утверждение доказано для случая 
продольного лучевого преобразования). 

Лемма 3. Преобразование ܲୄ݂ поля ݂ ൌ ሺ ଵ݂, ଶ݂ሻ на плоскости связано с двумерным 
преобразованием Радона ܴሺ݂ߜሻሺߦ, ሻݏ ൌ ׬ ሺ݂ߜሻሺݔሻ݀ݔ

	
௫∙కୀ௦  функции ݂ୄߜ соотношением  

ܴሺ݂ߜሻሺߦ, ሻݏ ൌ
߲
ݏ߲
ܲୄ݂ሺߦ,  .ሺ5ሻ																																											ሻ.ݏ

Доказательство. Зафиксируем ߦ ൌ ,ߦሻሺ݂ߜ଴ и проинтегрируем функцию ܴሺߦ  ሻ поݏ
,ଵݔሺ݂ߜ ଶ. Получится двойной интеграл от функцииݏ ଵ доݏ от ݏ ߨ ଶሻ по полосеݔ	 ⊂ Թଶ, 
заключенной между прямыми ݈ଵ ൌ ሺߦ଴, ଵሻ и ݈ଶݏ ൌ ሺߦ଴,  ଶሻ. Поэтому по формуле Гринаݏ

׬ ܴሺ݂ߜሻሺߦ଴, ݏሻ݀ݏ
௦మ
௦భ

ൌ ∬ ቀడ௙భ
డ௫భ

൅ డ௙మ
డ௫మ

ቁ
	
గ ଶݔଵ݀ݔ݀ ൌ ׬ ሺെ ଶ݂ሺݔଵ, ଵݔଶሻ݀ݔ ൅ ଵ݂ሺݔଵ, ଶሻݔଶሻ݀ݔ

	
௟మ

– 

െ නሺെ ଶ݂ሺݔଵ, ଵݔଶሻ݀ݔ ൅ ଵ݂ሺݔଵ, ଶሻݔଶሻ݀ݔ

	

௟భ

ൌ ܲୄ݂ሺߦ଴, ଶሻݏ െ ܲୄ݂ሺߦ଴,  .ଵሻݏ

Заменяя ݏଶ на ߦ ,ݏ଴ на ߦ и беря производную по ݏ от обеих частей, получим (5). 
Лемма доказана. 
Для восстановления функции ݂ߜ достаточно теперь применить к функции 

డ

డ௦
ܲୄ݂ሺߦ,  .ሻ любую формулу обращения преобразования Радонаݏ

Функцией с a-ограниченным спектром, где ܽ ൐ 0, назовем функцию ݄ одной пе-
ременной, преобразование Фурье ෨݄ሺݕሻ которой равно нулю почти всюду вне проме-
жутка ሾെܽ, ܽሿ.  

Следующая лемма позволяет определить функцию с ограниченным спектром на 
всей комплексной плоскости по заданным значениям этой функции в дополнении про-
извольного интервала вещественной оси. 

Лемма 4 [6, 7]. Для любых положительных ܽ и ߩ функцию ݄ ∈ -ଶሺԹሻ с aܮ
ограниченным спектром, заданную вне интервала ሺെߩ,  ሻ, можно интерполировать наߩ
этот интервал по формуле  

݄ሺߦሻ ൌ exp ቀܽඥߩଶ െ ቁන	ଶߦ
sin	൫ܽඥݖଶ െ ଶ൯ߩ

ݖሺߨ െ ሻߦ
݄ሺݖሻ݀ݖ

ஶ

ఘ

െ 

െ න
sin൫ܽඥݖଶ െ ଶ൯ߩ

ݖሺߨ െ ሻߦ
݄ሺݖሻ݀ݖ

ିఘ

ିஶ

,																																													ሺ6ሻ 

где у квадратного корня выбрана ветвь, удовлетворяющая условию ܴ݁ඥߩଶ െ ଶߦ ൐ 0. 
Заметим, что формула (6) задает функцию ݄ на всей комплексной плоскости. 
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Задача восстановления функции ݂ߜ ൌ డ௙భ
డ௫భ

൅ డ௙మ
డ௫మ

 по заданной в ограниченном угло-

вом диапазоне функции ܲୄ݂ ൌ ܲୄ݂ሺߦ, ,ߦሻ решается в следующей теореме. Через ݃ሺݏ  ሻߪ
мы обозначаем преобразование Фурье функции ܲୄ݂ሺߦ,  :ݏ ሻ по переменнойݏ

݃ሺߦ, ሻߪ ൌ ܲୄ෪݂ ሺߦ, ሻߪ ൌ න ܲୄ݂ሺߦ, ݏሻ݁ି௜௦⋅ఙ݀ݏ

ஶ

ିஶ

. 

Теорема 5. Пусть носитель поля ݂ ∈ ܵଶ,ଵ лежит в полосе ሼ|ݔଵ| ൑  ሽ, функцияݎ
ܲୄ݂ሺߦ, ሻ задана на множестве ॺூݏ

ଵ ൈ Թ ⊂ ॺଵ 	ൈ Թ, где ܫ ൌ ሺെߙ଴, ,଴ሻߙ 0 ൏ ଴ߙ ൏
గ

ଶ
, 

ॺூ
ଵ ൌ ሼߦ ൌ ሺcos ߙ , sin ,ሻߙ ߙ ∈ ෪݂ߜ ሽ. Тогда преобразование Фурьеܫ  функции ݂ߜ восста-
навливается по формуле 

,ଵݕ෪݂ሺߜ ଶሻݕ ൌ ݅ expቆݎටܭଶݕଶ
ଶ െ ଵݕ

ଶቇ ⋅ ቌ න
sin ଶݕଶܭଶെݖඥݎ

ଶ

ݖሺߨ െ ଵሻݕ
,ߦሺ݃ߪ ݖሻ݀ߪ

ି௄|௬మ
	 |

ିஶ

െ	 

െ න
sin ଶݕଶܭଶെݖඥݎ

ଶ

ݖሺߨ െ ଵሻݕ
,ߦሺ݃ߪ ݖሻ݀ߪ

ஶ

௄ห௬మ
	 ห

ቍ,																																									ሺ7ሻ 

где ܭ ൌ ctg ߪ ,	଴ߙ ൌ ඥݖଶ ൅ ଶݕ
ଶ, ݃ሺߦ, -функ (ݏ по переменной) ሻ – преобразование Фурьеߪ

ции 	ܲୄ݂ሺߦ, ଶݕଶܭሻ; у квадратного корня выбрана ветвь, у которой ܴ݁ඥݏ
ଶ െ ଵݕ

ଶ ൐ 0	.  
Доказательство. Применим преобразование Фурье по переменной ݏ к обеим ча-

стям равенства (5) и воспользуемся теоремой проекций [5, 8]: 
ሻߪߦ෪݂ሺߜ ൌ ,ߦሺ݃ߪ݅  .ሻߪ

Таким образом, функция ߜ෪݂ሺݕଵ,  ଶሻ оказывается заданной на множествеݕ
ܷ௞ ൌ ሼݕ ∈ Թଶ: |ଵݕ| ൒ ܭ ଶሽ, гдеݕܭ ൌ ctg ଶݕ ଴. Рассмотрим прямую видаߙ ൌ ଶݕ

଴ и положим 
݄ሺݕଵሻ ൌ ,ଵݕ෪݂ሺߜ ଶݕ

଴ሻ. Функция ݄ሺݕଵሻ имеет r-ограниченный спектр, и ее значения извест-
ны вне интервала ሺെݕ|ܭଶ

	 |, ଶݕ|ܭ
	 |ሻ и неизвестны на этом интервале. Для интерполяции 

функции ݄ на этот интервал воспользуемся леммой 4, положив в ней ߩ ൌ ଶݕ|ܭ
	 |. Теоре-

ма доказана. 
Отметим, что подынтегральная функция ݃, участвующая в формуле, при каждом 

фиксированном ݕଶ оказывается определенной вне интервала |ݖ| ൏ ଶݕ|ܭ
	 |. 

Для решения задачи восстановления потенциальной части достаточно к функции 
,ଵݕ෪݂ሺߜ -ଶሻ, определенной в силу теоремы 5 во всем пространстве ԧଶ, применить обратݕ
ное двумерное преобразование Фурье: 

,ଵݔሺ݂ߜ ଶሻݔ ൌ
1
ଶߨ4

ඵܨ෨ሺݕଵ, ଶሻ݁௜ݕ
ሺ௫భ௬భା௫మ௬మሻ݀

	

Թమ

 .ଶݕଵ݀ݕ

Изложенный выше метод применен в работе [7] для послойного восстановления 
векторного поля в трехмерном пространстве по заданному продольному лучевому пре-
образованию. Восстановление векторного поля по данным на комплексах прямых в 
трехмерном евклидовом пространстве проведено в [9] и процитированных в ней рабо-
тах. 

Приведем другую формулу обращения, основанную на формулах (4) и на другой 
интерполяционной формуле. Интерполяционная формула следующей леммы обобщает 
формулу Котельникова ([10]). 
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Лемма 6. Пусть ܽ ൐ 0, ܾ ൐ 0, ݄ ∈ 	ଶሺԹሻ причем suppܮ ෨݄ ⊂ ቂെ ଵ

ଶ௔
, ଵ
ଶ௔
ቃ. Тогда  

݄ሺݖሻ ൌ
ܽ
ߨ
ch ቀ

ߨ
ܽ
ඥܾଶ െ ଶቁ෍ሺെ1ሻ௞ݖ cos ௞ߚ ቆ

݄ሺܽ௞ሻ

െݖ ൅ ܽ௞
൅
݄ሺെܽ௞ሻ

ݖ ൅ ܽ௞
ቇ	

ஶ

௞ୀ଴

,								ሺ8ሻ 

где ܽ௞ ൌ ቚܽ ⋅ ቀ݇ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ൅ ܾ݅ቚ, ߚ௞ ൌ arg ቀܽ ⋅ ቀ݇ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ൅ ܾ݅ቁ.	  

Формула (8) позволяет определить функцию ݄ на всей комплексной плоскости по 
заданным ее значениям на дискретном множестве точек ܽ௞, ݇ ൒ 0. 

Теорема 7. Пусть носитель поля ݂ ∈ ܵଶ,ଵ лежит в круге ሼݔଵ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ ൑  ଶሽ, функцияݎ
ܲୄ݂ሺߦ, ሻ задана на множестве ॺூݏ

ଵ ൈ Թ ⊂ ॺଵ 	ൈ Թ, где ܫ ൌ ሺെߙ଴, ,଴ሻߙ 0 ൏ ଴ߙ ൏
గ

ଶ
, 

ॺூ
ଵ ൌ ሼߦ ൌ ሺcos ߙ , 	sin ,ሻߙ ߙ ∈ -ሽ. Тогда для преобразований Фурье координатных функܫ
ций ݑଵ и ݑଶ потенциальной части поля ݂ справедливы формулы: 

,ଵݕଵ෦ሺݑ ଶሻݕ ൌ
1
ݎߨ2

ch	 ቆ2ݎߨටܾଶ െ ଵݕ
ଶቇ෍ሺെ1ሻ௞

ஶ

௞ୀ଴

cos ௞ߙ ⋅
௞ߩ
௞ߪ
ቆ
݃ሺߦ௞, ௞ሻߪ

ଵݕ െ ௞ߩ
െ
݃ሺߦ௞′, ௞ሻߪ

ଵݕ ൅ ௞ߩ
ቇ,	 

,ଵݕଶ෦ሺݑ ଶሻݕ ൌ
1
ݎߨ2

ch	 ቆ2ݎߨටܾଶ െ ଵݕ
ଶቇ෍ሺെ1ሻ௞

ஶ

௞ୀ଴

cos ௞ߙ ⋅
ଶݕ
௞ߪ
ቆ
݃ሺߦ௞, ሻߪ
ଵݕ െ ௞ߩ

൅
݃ሺߦ௞′, ሻߪ
ଵݕ ൅ ௞ߩ

ቇ, 

где ܾ ൌ ටߩଶ െ ቀ ଵ
ସ௥
ቁ
ଶ
௞ߙ , ൌ argሺߩ௞ ൅ ܾ݅ሻ, ߩ ൌ ݇,|ଶݕ|ܭ ൌ ctg ௞ߩ ,଴ߙ ൌ ටߩଶ ൅ ௞ሺ௞ାଵሻ

ସ௥మ
, 

௞ߪ ൌ ඥߩ௞ଶ ൅ ଶݕ
ଶ, 	ߦ௞ ൌ ቀఘೖ

ఙೖ
, ௬మ
ఙೖ
ቁ, ߦ௞

ᇱ ൌ ቀെ ఘೖ
ఙೖ
, ௬మ
ఙೖ
ቁ. 

Доказательство. Применим к обеим частям формул (4) преобразование Фурье по 
переменной ݏ и воспользуемся теоремой проекций: 

௃෥ݑ ሺߦߪሻ ൌ ,ߦ௝݃ሺߦ ,ሻߪ 		݆ ൌ 1, 2. 
Положив, как и в доказательстве теоремы 5, ݕ ൌ ሺݕଵ, ଶሻݕ ൌ  мы видим, что ,ߦߪ

функции ݑଵ෦ и ݑଶ෦ определены в угловом множестве ܷ௄ ൌ ሼݕ ∈ Թଶ: |ଵݕ| ൒  ଶሽ, гдеݕܭ
ܭ ൌ ctg ଶݕ ଴. Зафиксируемߙ ൌ ଶݕ

଴ и рассмотрим функции ௝݄ሺݕଵሻ ൌ ௃෥ݑ ሺݕଵ, ଶݕ
଴ሻ. Эти 

функции удовлетворяют условию леммы 6 с ܽ ൌ ଵ

ଶ௥
. То, что они являются функциями с 

ограниченным спектром, следует из «теоремы о дыре» [8, с. 39]. Формула леммы поз-
воляет интерполировать эти функции на интервал ሺെߩ,  ሻ, если положить в нейߩ

ܾଶ ൌ ଶߩ െ ቀ ଵ
ସ௥
ቁ
ଶ
. 

Замечание 2. Методы доказательств теорем 5 и 7 схожи. Тем не менее требование 
о финитности поля ݂ в теореме 7 нельзя заменить более слабым требованием о сосре-
доточенности поля в полосе из теоремы 5. Дело в том, что в условиях теоремы  
5 функция ܲୄ݂, а стало быть, и функции ܴݑଵ и ܴݑଶ, вычисленные по формулам (4), во-
обще говоря, не будут финитными, и мы не можем гарантировать, что функции ݑଵ෦ и ݑଶ෦ 
будут функциями с ограниченным спектром. 
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Formulas to determine the unknown vector field in the plane defined by its transverse ray trans-
form in a limited angular range are proven. The first formula uses the integral interpolation formula for 
the bandlimited functions. The Fourier transform of the divergence of the unknown field is recon-
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cond derivatives. 

 

Keywords: transverse ray transform, vector field, the Radon transform, bandlimited functions. 
 

Received 4 July, 2017 


