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Для проверки существования интервальной реберной раскраски связного двудольного 

графа и ее построения в случае существования сконструирован жадный алгоритм, который 
осуществляет перебор с возвратами последовательных ребер кусочно-непрерывного пути; по-
следний представляет собой такой упорядоченный набор всех ребер графа, что подграф, по-
рожденный любым подмножеством его ребер с номерами 1, 2, …, является связным. 

Построен алгоритм, позволяющий для множества S всех двудольных графов заданного 
порядка H сгенерировать множество S଴ двудольных графов существенно меньшей мощности, 
содержащее для каждого графа G из S граф, изоморфный G. Применением жадного алгоритма к 
каждому графу из S଴ с привлечением компьютерных ресурсов показано, что при малых значе-
ниях H все графы из S଴ интервально раскрашиваемы. 

В частности, установлено, что все двудольные графы G = (X, Y, E) порядка 16 при |X|<7 
обладают интервальной раскраской; отсюда следует, что достаточно проверить интервальную 
раскрашиваемость двудольных графов порядка 16 при |X| = 7 и |X| = 8. Программное обеспече-
ние, разработанное авторами на основе упомянутых алгоритмов, обладает также рядом допол-
нительных свойств, способствующих графическому отображению интервальной раскраски в 
удобной для восприятия форме. 

 
Ключевые слова: двудольный граф, интервальная раскраска, программа. 
 

1. Задачи теории расписаний и раскраска графов 
 

1.1. Введение 
 

Исследования в области теории расписаний приводят к появлению новых методов 
и даже целых направлений в теории графов. Например, знаменитая проблема четырех 
красок возникла в связи с задачами теории расписаний и разбиений [1, с. 110]. В свою 
очередь, с проблемой четырех красок связана задача о правильной вершинной раскрас-
ке графа в три цвета, т. е. задача о существовании такого отображения множества вер-
шин графа в множество цветов {1, 2, 3}, что концевым вершинам каждого ребра сопо-
ставляются разные цвета. Задача раскраски графа в три цвета – полна [1, с. 101], следо-
вательно, не может быть разрешима за полиномиальное время, если верна знаменитая 
гипотеза «ܰܲ ് 	ܲ» (отметим недавнее сообщение Норберта Блюма о доказательстве 
данной гипотезы [2] и работу [3]). 

Некоторые задачи теории расписаний формулируются в терминах реберной рас-
краски. Раскраску множества ребер ܧ будем называть правильной реберной раскраской 
графа ܩ	 ൌ 	 ሺܸ,  ሻ, если в каждой вершине все представленные в ней цвета (цвета всехܧ
инцидентных ребер) различны. Следуя работе [4], интервальной t-раскраской графа 
	ܩ ൌ 	 ሺܸ, ,в цвета 1 ܩ ሻ будем называть правильную раскраску реберܧ 2, … ,  при ,ݐ
                                                            
1 Работа выполнена при поддержке Дагестанского государственного университета и отдела ма-
тематики и информатики ДНЦ РАН. 
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которой в каждый цвет окрашено хотя бы одно ребро, а для каждой вершины ݒ ∈ ܸ ре-
бра, инцидентные ݒ, окрашены в ݀ሺݒሻ последовательные цвета. Всюду в дальнейшем 
рассматриваются только реберные раскраски. Если при каком-либо ݐ граф имеет интер-
вальную раскраску, будем говорить, что граф интервально раскрашиваем. В [4] дока-
зано, что задача об интервальной раскрашиваемости – полная. 

Пусть планируется обработать множество заданий 	ܺ	 ൌ 	 ሼݔ଴, … ,  ௡ିଵሽ в системеݔ	
специализированных процессоров ܻ	 ൌ 	 ሼݕ଴, … , -௜ опредеݔ ௠ିଵሽ; для каждого заданияݕ	
лен набор процессоров, каждый из которых должен выполнить одну операцию по обра-
ботке ݔ௜; длительность операции равна единице, запрещено одновременное участие 
объекта (задания, процессора) в двух и более операциях, условия предшествования от-
сутствуют. Требуется выяснить, существует ли расписание выполнения обработки без 
простоев объектов. 

Рассмотрим двудольный граф ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ, ,௜ݔሻ, где ൫ܧ ௝൯ݕ	 ∈ -если только про ,ܧ	
цессору ݕ௝ предписано выполнить операцию над заданием ݔ௜. Под расписанием длины ݐ 
будем понимать отображение множества ребер ܧ в множество ሼ1, 2, … , -ሽ, где кажݐ
дому ребру ൫ݔ௜, ௝൯ݕ	 ∈ ,௜ݔсопоставляется ܿ൫ ܧ	 -௝൯ – номер дискретного момента времеݕ	
ни, в течение которого ݕ௝ выполняет операцию над ݔ௜. Если рассматривать ܿሺݔ௜,  ௝ሻ вݕ	
качестве цвета ребра (ݔ௜,  ௝), получим эквивалентную задачу интервальной ребернойݕ	
раскраски двудольного графа. Запрет на одновременное участие объекта в двух и более 
операциях в терминологии теории графов означает, что раскраска должна быть пра-
вильной, а отсутствие простоев – что раскраска должна быть и интервальной, т. е. в 
каждой вершине графа все представленные в ней цвета должны образовать целочис-
ленный интервал (в дальнейшем под интервалом будем понимать целочисленный ин-
тервал, интервал ሼܽ, ܽ ൅ 1, … , ܾሽ будем обозначать [ܽ. . ܾ]). В [5] показано, что задача 
об интервальной раскрашиваемости заданного двудольного графа полная. 
 

1.2. Свойства интервальной раскраски 
Естественно ожидать, что двудольные графы с малым порядком интервально рас-

крашиваемы. Возникает вопрос: каково самое сильное ограничение на количество вер-
шин, при котором задача все еще остается NP-полной? С применением компьютерных 
ресурсов в [6] доказано следующее утверждение. 

Утверждение 1. Все двудольные графы с числом вершин не более 14 интерваль-
но раскрашиваемы. 

В ряде статей (например, в [7]) указывается, что вопрос интервальной раскраши-
ваемости двудольных графов порядка 15, 16, 17 и 18 остается открытым. 

Следствие. Если двудольный граф ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  ሻ с числом вершин 15 несвязныйܧ
или обладает висячим ребром, то граф ܩ интервально раскрашиваем. 

Интересно, что и малая мощность только одной доли способна обеспечить дву-
дольному графу ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ,   .ሻ интервальную раскрашиваемостьܧ

Утверждение 2 [8]. Если для двудольного графа ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ, -выполнены нера (ܧ
венства |ܺ| ൑ 3	или |ܻ| ൑ 3, то граф ܩ интервально раскрашиваем. 

Утверждение 3. Пусть задана интервальная раскраска связного графа и 
ܲ	 ൌ 	 ሺܽ଴, 	ܾ଴, ܽଵ, 	ܾଵ, … , ܾ௡ିଵ, ܽ௡ሻ – цепь, соединяющая два ребра: ܾ଴ 	ൌ 	 ሺܽ଴, 	ܽଵሻ и 
ܾ௡ିଵ 	ൌ 	 ሺܽ௡ିଵ, ܽ௡) с цветами ݐ଴ и ݐ௡ିଵ соответственно, ݐ଴ ൏  ,߬ ௡ିଵ. Тогда для любогоݐ
଴ݐ ൏ ߬ ൏ 	  .ܲ ௡ିଵ найдется ребро цвета ߬, инцидентное некоторой вершине изݐ
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Доказательство. Обозначим интервал цветов, представленных в вершине ܽ௜, че-
рез ሾ݉௜. 	′݉ ;௜ሿܯ. ൌ 	min௜ ݉௜ , 	′ܯ ൌ ௜ݔܽ݉	  . Так как каждые два соседних интервала	௜ܯ
последовательности ሾ݉଴. ,଴ሿܯ. ሾ݉ଵ. ,ଵሿܯ. … , ሾ݉௡ିଵ.  ,௡ିଵሿ имеют непустое пересечениеܯ.
то каждый цвет из интервала [݉ᇱ. -представлен в некоторой вершине цепи ܲ. По [′ܯ.
скольку ݐ଴ ∈ ሾ݉଴. ,଴ሿܯ. ௡ିଵݐ ∈ ሾ݉௡ିଵ. ,଴ݐ ௡ିଵሿ, тоܯ. ௡ିଵݐ ∈ ሾ݉ᇱ.  ᇱሿ; следовательно, иܯ.
߬ ∈ ሾ݉ᇱ.  .ܲ ᇱሿ, поэтому цвет ߬ представлен в некоторой вершине цепиܯ.

Из Утверждения 3 немедленно вытекает следующее утверждение. 
Утверждение 4. Приведенное выше определение интервальной раскраски из ра-

боты [4] равносильно следующему: «Интервальной раскраской связного графа ܩ назы-
вается раскраска ребер ܩ в цвета 1, 2, … ,  при которой найдутся ребра, окрашенные в ,ݐ
цвета 1 и ݐ, и для каждой вершины ݒ цвета, представленные в ݒ, образуют множество 
последовательных чисел». 

Утверждение 5. [4] Если двудольный граф на ݇ вершинах обладает интервальной 
-раскраской, то ݐ ൑ 	݇ െ 1. 

Двудольный граф ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ, |ܺ| ሻ, гдеܧ 	ൌ 	݊, |ܻ| 	ൌ 	݉, будем называть ሺ݊,
݉ሻ-графом. Подход, предложенный в следующих разделах, в частности, позволил до-
казать, что все ሺ݊, ݉ሻ-графы порядка 15 интервально раскрашиваемы. 
  
 2. Перечисление нормализованных (࢓,࢔)-графов 

 

2.1. Нормализованное представление двудольного графа 
Рассмотрим двудольный граф ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ, 	ܺ ሻ, гдеܧ ൌ 	 ሼݔ଴, … ,  ,௡ିଵሽݔ

ܻ	 ൌ 	 ሼݕ଴, … ,   .௠ିଵሽݕ	
Подмножество вершин ܻ, смежных (не смежных) вершине ݔ௜ ∈ ܺ, обозначим че-

рез ௜ܻ 	ሺ തܻ௜ሻ; 	݅	 ൌ 	0, … , ݊ െ 1. Множество индексов вершин подмножества ܼ ⊂ ܻ, обра-
зованного последовательными вершинами из множества ܻ, будем называть индексным 
интервалом множества ܼ. Введем понятие нормализованного представления графа 
	ܩ ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  .ሻܧ

1. Автоморфизмом множества ܻ разместим вершины множества ଴ܻ в начальных 
позициях множества ܻ. Тем самым интервал [0. . ݊ െ 1] разбивается на индексные ин-
тервалы множеств ଴ܻ и തܻ଴. 

2. Пусть 0 ൏ 	݅ ൏ ݊ െ 1 и в результате некоторого автоморфизма ߙ интервал 
[0. . ݊ െ 1] разбит на 2௜	 последовательных интервала – индексные интервалы некото-
рых множеств ܼ଴, … , ܼଶ೔ିଵ, отдельные из которых могут быть пустыми. Выполним 
для каждого ௝ܼ автоморфизм ߚ௝, размещающий все вершины множества ௝ܼ 	⋂ ௜ܻ в 
начальных позициях множества ௝ܼ, а вершины множества ௝ܼ 	⋂ തܻ௜ соответственно в по-
следних позициях множества ௝ܼ. Суперпозицию ߙ ⋅ ଴ߚ ⋅ … ⋅  ଶ೔ିଵ снова обозначим черезߚ
.индуцирует разбиение интервала [0 ߙ Автоморфизм .ߙ . ݊ െ 1] на 2௜ାଵ последователь-
ных интервала – индексные интервалы множеств 

ܼ଴⋂ ௜ܻ, ܼ଴⋂ തܻ௜, … , ܼଶ೔ିଵ⋂ ௜ܻ, 	ܼଶ೔ିଵ⋂ തܻ௜. (1) 
Увеличим ݅ на единицу и переобозначим множества (1) через ܼ଴,… , ܼଶ೔ିଵ после-

довательно слева направо. 
Пока ݅ ൏ ݊ െ 1, повторим выполнение пункта 2, по достижении равенства 

݅	 ൌ 	݊ െ 1 перенумеруем вершины множества ܺ по невозрастанию их степеней: 
݀ሺݔ଴ሻ ൒ ݀ሺݔଵሻ ൒ ⋯݀ሺݔ௡ିଵሻ (2) 



Магомедов А.М., Магомедов Т.А. Сокращенное перечисление двудольных графов заданного порядка         
 

Вестник Дагестанского государственного университета. 
Серия 1. Естественные науки. 2017. Том 32. Вып. 3 

77 

и полученный граф назовем нормализованным графом или – если необходимо под-
черкнуть связь с графом ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  ሻ – нормализованным представлением графаܧ
	ܩ ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  .ሻܧ
  
 2.2. Схема перечисления нормализованных (࢔,  графов-(࢓

В данном разделе приведено развернутое изложение идеи работы [9]. Значение p 
всюду в дальнейшем выбирается равным 15 или 16. Очевидно, граф ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  ሻܧ
изоморфен своему нормализованному представлению. Поэтому достаточно проверить 
интервальную раскрашиваемость всех нормализованных (݊, ݉)-графов. Несмотря на 
то, что среди них могут встретиться изоморфные графы, компьютерный перебор всех 
нормализованных (݊, ݉)-графов потребует при ݊ ൅ 	݉	 ൌ  «значительно меньше» ݌	
времени, нежели перебор всех (݊, ݉)-графов. Существенному сокращению времени 
перебора способствует и то обстоятельство, что мы ограничимся связными графами без 
висячих вершин (см. следствие Утверждения 1) и случаем 3 ൏ 	݊ (см. Утверждение 2).  

Замечание 1. Задача об изоморфизме графов является «открытой» задачей, отно-
сительно которой неизвестно, является ли она полной. 

При реализации алгоритма в многократных внутренних итерациях очередного 
вложенного цикла по ݅	 ൌ 	0, … , ݊ െ 1 используются целочисленные переменные ܽ௜௝, 
которые пробегают значения из соответствующих индексных интервалов (на рис. 1 – 
наименьшие по длине интервалы, охватывающие ܽ௜௝), формируются суммы 	
݀ሺݔ௜ሻ 	ൌ 	ܽ௜଴ ൅ ܽ௜ଵ ൅ ⋯൅ܽ௜,ଶ೔ିଵ. Если неравенство (2) выполнено, то ݀ሺݔ௜ሻ вершины 
множества ܻ с соответствующими индексными интервалами длины ܽ௜௝ выбираются в 
качестве вершин, смежных вершине ݔ௜	ሺ݅	 ൌ 	0, … , ݊ െ 1ሻ.  

Схема перечисления всех нормализованных (݊,݉)-графов представлена на рис. 1 
(ввиду очевидной проблемы отображения деталей рисунок приведен для случая p = 15, 
распространение на случай p = 16 тривиально). Продемонстрируем на примерах ис-
пользование этой схемы. 

Пример 1. Генерация списков смежности для вершины ݔଷ. 
݀ሺݔଷሻ 	ൌ 	ܽଷ଴ ൅ ܽଷଵ ൅ ܽଷଶ ൅ ܽଷଷ+ܽଷସ ൅ ܽଷହ ൅ ܽଷ଺ ൅ ܽଷ଻. В список вершин, смеж-

ных ݔଷ, выбираются по ܽଷ௝ вершины множества ܻ, индексы которых суть ܽଷ௝	значений 
из начала интервала ܼଷ௝, ݆	 ൌ 	0, … , 7, где: 

ܼଷ଴ 	ൌ	[0. . ܽଶ଴ െ 1], ܼଷଵ 	ൌ	[ܽଶ଴. . ܽଵ଴ െ 1], ܼଷଶ 	ൌ	[ܽଵ଴. . ܽଵ଴ ൅ aଶଵ െ 1], ܼଷଷ 	ൌ	[ܽଵ଴ ൅
൅	ܽଶଵ. . ܽ଴ െ 1], ܼଷସ 	ൌ	[ܽ଴. . a଴ ൅ ܽଶଶ െ 1], 

ܼଷହ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଶଶ. . ܽ଴ ൅ aଵଵ െ 1], ܼଷ଺ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଵଵ. . ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ aଶଷ െ 1], ܼଷ଻ 	ൌ	[ܽ଴ ൅
൅	ܽଵଵ ൅ aଶଷ, … ,݉ െ 1]. 
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Пример 2. Генерация списков смежности для вершины ݔସ. 
݀ሺݔସሻ 	ൌ 	ܽସ଴ ൅ ܽସଵ ൅ ܽସଶ ൅ ܽସଷ+ܽସସ ൅ ܽସହ ൅ ܽସ଺ ൅ ܽସ଻+ܽସ଼ ൅ ܽସଽ ൅ ܽସ,ଵ଴ ൅

ܽସ,ଵଵ+ܽସ,ଵଶ ൅ ܽସ,ଵଷ ൅ ܽସ,ଵସ ൅ ܽସ,ହ. В список смежных ݔସ вершин будем выбирать по ܽସ௝ 
вершин множества ܻ с индексами из начала интервала ܼସ௝, ݆	 ൌ 	0, … , 15, где: 
ܼସ଴ 	ൌ	[0. . ܽଷ଴ െ 1],  
ܼସଵ 	ൌ	[ܽଷ଴. . ܽଶ଴ െ 1], 
ܼସଶ 	ൌ	[ܽଶ଴. . ܽଶ଴ ൅ aଷଵ െ 1], 
	ܼସଷ 	ൌ	[ܽଶ଴ ൅ ܽଷଵ. . ܽଵ଴ െ 1], 
ܼସସ 	ൌ	[ܽଵ଴. . aଵ଴ ൅ ܽଷଶ െ 1],  
ܼସହ 	ൌ	[ܽଵ଴ ൅ ܽଷଶ. . ܽଵ଴ ൅ aଶଵ െ 1], 
ܼସ଺ 	ൌ	[ܽଵ଴ ൅ ܽଶଵ. . ܽଵ଴ ൅ ܽଶଵ ൅ aଷଷ െ 1], 
	ܼସ଻ 	ൌ	[ܽଵ଴ ൅ ܽଶଵ ൅ aଷଷ. . ܽ଴ െ 1 
ܼସ଼ 	ൌ	[ܽ଴. . ܽ଴ ൅ ܽଷସ െ 1], 
ܼସଽ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଷସ. . ܽ଴ ൅ ܽଶଶ െ 1], 
	ܼଵ଴ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଶଶ. . ܽ଴ ൅ ܽଶଶ ൅ aଷହ െ 1], 
ܼସ,ଵଵ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଶଶ ൅ aଷହ. . ܽ଴ ൅ ܽଵଵ െ 1], 
ܼସ,ଵଶ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଵଵ. . ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଷ଺ െ 1], 
	ܼସ,ଵଷ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଷ଺. . ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଶଷ െ 1],  
ܼସ,ଵସ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଶଷ. . ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଶଷ ൅ ܽଷ଻ െ 1], 
ܼସ,ଵହ 	ൌ	[ܽ଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଶଷ ൅ ܽଷ଻. .݉ െ 1]. 

Справедливость следующего утверждения очевидна. 
Утверждение 6. Пусть ܵ – множество всех связных (݊,݉)-графов без висячих 

вершин, ܵ଴ – множество всех нормализованных (݊,݉)-графов. Для каждого графа ܩ из 
ܵ в множестве ܵ଴ найдется граф, изоморфный графу ܩ. 
  

 

Рис. 1. Схема генерации всех нормализованных (݊, ݉)-графов, ݊ ൑ 7; нижняя часть рисунка 
является непосредственным продолжением верхней части. При ݊ ൏ 7 рисунок корректирует-
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3. Жадный алгоритм интервальной раскраски 
 

3.1. Кусочно-непрерывный путь в связном графе 
 

В разделе 3.2 изложена модификация жадного алгоритма проверки интервальной 
раскрашиваемости, приведенного в [10]. В формулировке алгоритма используется по-
нятие кусочно-непрерывного пути в графе ܩ. Приведем логическую (с результатом True 
или False) процедуру генерации кусочно-непрерывного пути.  

Пусть в графе ܩ выбрана произвольная непродолжимая цепь ܲ и логической пе-
ременной Result присвоено значение True.  

Пока не все ребра графа ܩ включены в ܲ, выполним следующие три действия: 
1) если среди вершин цепи ܲ найдется вершина с инцидентным ребром, не включен-
ным в ܲ, то последнюю из таких вершин обозначим ܽ௞ и перейдем к второму действию, 
в противном случае присвоим переменной Result значение False и «досрочно» завер-
шим цикл; 2) построим непродолжимую цепь ଵܲ, начинающуюся с вершины ܽ௞ и со-
держащую лишь ребра, не включенные в ܲ; 3) результат конкатенации ܲ и ଵܲ обозна-
чим снова через ܲ. 

Если по завершении цикла значение переменной Result равно True, то последова-
тельность ребер графа ܩ, перечисленных в том порядке, в каком они следуют в итого-
вом ܲ, будем называть кусочно-непрерывным путем в графе ܩ, в противном случае за-
ключаем, что граф ܩ не является связным и кусочно-непрерывный путь не существует.  

 
3.2. Жадный алгоритм интервальной раскраски 

 

Напомним, что требуется проверить, существует ли интервальная раскраска за-
данного связного (݊, ݉)-графа ܩ	 ൌ 	 ሺܺ, ܻ,  цветами (и выполнить ݐ ሻ не более чемܧ
раскраску в случае существования).  

Количество вершин и ребер графа ܩ обозначим через ܪ и ݄ соответственно 
	ܪ) ൌ 	݊ ൅ ݉). В соответствии с Утверждением 5 положим ݐ равным ܪ െ 1 (это един-
ственный пункт алгоритма, учитывающий двудольную природу графа ܩ). Использо-
ванные далее обозначения, присущие языкам программирования, понятны без допол-
нительных объяснений. Например, ݅++ (݅– –) означает увеличение (уменьшение) значе-
ния переменной ݅ на единицу, скобки ሼ	ሽ используются для обозначения блока (группо-
вого оператора). 

Построим кусочно-непрерывный путь ܲ	 ൌ 	 ሼ݁଴, … , 	݁௛ିଵሽ и будем последователь-
но окрашивать ориентированные ребра ݁௜ = (ݒ௜, -௜) цветами из целочисленного интерݓ
вала ሾ1. .  ݒ представленные в ݒ ሿ так, что в любой момент времени в каждой вершинеݐ
цвета образуют некоторый список ܮ௩, составленный из последовательных целых чисел. 
Алгоритм раскраски, обладающий таким свойством, будем называть жадным алго-
ритмом. Массив текущих списков цветов, представленных в вершинах множества ܸ, 
будем обозначать через ܮ ,ܮ	 ൌ 	 ሼܮ௩బ, … ,  ௩ಹషభሽ. Приграничным цветом для пустогоܮ
интервала назовем любой цвет из интервала ሾ1. . .ሿ, для непустого интервала ሾܽݐ . ܾሿ 
нижним приграничным цветом назовем цвет ܽ െ 1, если 1 ൑ ܽ െ 1 ൑ -верхним при ;ݐ
граничным цветом – цвет ܾ ൅ 1, если 1 ൑ ܾ ൅ 1 ൑  в случае существования нижний и ;ݐ
верхний приграничные цвета для списка ܮ௩೔ будем обозначать через ݈ݓ݋ሺݒ௜ሻ и ݄݄݅݃ሺݒ௜ሻ 
соответственно. 

Рассмотрим ситуацию, когда ребра ݁଴, … , ݁௜ିଵ уже окрашены и требуется окра-
сить ребро ݁௜, ݅ ൐ 0. Список цветов в начальной вершине ݒ௜ ориентированного ребра 
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݁௜ ,௜ݒ)  =   ௜) не пуст, т. к. содержит цвет ребра ݁௜ିଵ. Очевидно, что окраска ребра ݁௜ безݓ	
изменений цветов ранее окрашенных ݅ ребер возможна только в следующих двух слу-
чаях: 1) ݈ݓ݋ሺݒ௜ሻ существует и является приграничным цветом для ݓ௜; 2) ݄݄݅݃ሺݒ௜ሻ суще-
ствует и является приграничным цветом для ݓ௜. Соответственно допустимы две попыт-
ки окрасить ребро ݁௜ без изменений цветов ранее окрашенных ребер; номера 1 или 2 
предпринятых попыток будем сохранять в ячейке ݍ௜ (удобно использовать и третье 
значение ݍ௜ 	ൌ		0 в качестве признака, что ни одна из двух попыток пока не предприня-
та). Заметим, что элементы массива ݍ индексируются, начиная с единицы, в отличие от 
всех других массивов, используемых в нашем алгоритме.  

Для записи и хранения цвета ребра ݁௜ будем использовать ячейку ܥ௜. В качестве 
признака успешного (с построением интервальной раскраски) или неудачного (без по-
строения интервальной раскраски) завершения жадного алгоритма используется логи-
ческая переменная ܵݏݏ݁ܿܿݑ. 

Перейдем к изложению жадного алгоритма, который осуществляет перебор с воз-
вратами и кроме стадии инициализации включает итерации с двумя пунктами: «Пря-
мой шаг» и «Возвратный шаг».  

1. Инициализация 
	:ݏݏ݁ܿܿݑܵ ൌ -присвоить номера начальных (ко (௜ݓ соответственно) ௜ݒ всем ;݁ݏ݈݂ܽ	

нечных) вершин ориентированных ребер ݁௜ из кусочно-непрерывного пути  
ܲ, ݅	 ൌ 		0, … , ݄ െ 	1; для всех вершин выбрать пустые списки цветов: 
௩బܮ :	ൌ 		∅;	 … ௩ಹషభܮ	; :	ൌ 	∅; всем элементам массивов ݍ и ܥ присвоить нулевые значе-
ния: ݍଵ :	ൌ 	0; … ௛ିଵݍ	; :	ൌ ଴ܥ			;0	 :	ൌ 	0;… ௛ିଵܥ	; :	ൌ 	0; начальное ребро ݁଴	 окрасить в 
цвет 1: ܥ଴ :	ൌ ௩బܮ ;1	 :	ൌ 	 ሼ1ሽ; ൌ	 ௪బܮ	 	 ሼ1ሽ;		номер очередного окрашиваемого ребра вы-
брать равным единице: ݅:	 ൌ 	1. 

2. Прямой шаг 
FWRD: данный пункт выполняется сразу после инициализации или же после воз-

вратного шага и заключается в окрашивании (более точно, в попытке окрашивания) ре-
бра, номер которого записан в ячейке ݅. 

2.1. Рассмотрим сначала случай ݅	 ൌ 	0: если ܥ଴ ൏  ଴ вܥ ଴++; добавитьܥто ሼ ,ݐ
списки ܮ௩೔ и ܮ௪೔

; ݅++; перейти к метке FWRD} иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ:	 ൌ  завершить ;݁ݏ݈݂ܽ	
алгоритм}. 

Заметим, что при первом выполнении прямого шага сразу после инициализации 
значение ݅ равно единице, однако переход к прямому шагу после возвратных шагов 
может быть осуществлен и при ݅	 ൌ 	0. 

2.2. Рассмотрим случай ݅ ൐ 0. 
Увеличить на единицу текущий номер попытки раскрасить ребро ݁௜: ݍ௜++. 
В зависимости от равенств: ݍ௜  = 1 или ݍ௜  = 2 перейти к пунктам 2.2.1 или 2.2.2 со-

ответственно. 
2.2.1. – Данный пункт выполняется при ݍ௜ = 1.  
Если ݈ݓ݋ሺݒ௜ሻ для начальной вершины ݒ௜ рассматриваемого ребра ݁௜ существует и 

является приграничным цветом для конечной вершины ݓ௜ этого ребра, то  
{  
௜ܥ :		ൌ ௪೔ܮ ௩೔ иܮ ௜ሻ в спискиݒሺݓ݋݈ ௜ሻ; добавитьݒሺݓ݋݈		

; если ݅ ൏ ݄ െ 1, то {݅++; пе-
рейти к метке FWRD}, иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ:	 ൌ  {завершить алгоритм ;݁ݑݎݐ	

}, 
иначе {ݍ௜ :	ൌ 	2; перейти к следующему пункту 2.2.2}. 

2.2.2. – Данный пункт выполняется при ݍ௜ =  2.  
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Если 	݄݄݅݃ሺݒ௜ሻ для начальной вершины ݒ௜ рассматриваемого ребра ݁௜ существует 
и является приграничным цветом для конечной вершины ݓ௜ этого ребра, то  

{  
௪೔ܮ ௩೔ иܮ ௜ሻ в спискиݒ௜ሻ; добавить ݄݄݅݃ሺݒ݄݄݅݃ሺ	 ௜: =ܥ

;  
если ݅ ൏ ݄ െ 1, то {݅++; перейти к метке FWRD},  
иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ:	 ൌ  {завершить алгоритм ;݁ݑݎݐ	

} 
иначе перейти к метке BACK. 

2.3. Обратный шаг 
BACK: данный пункт выполняется, если в прямом шаге не удалось окрасить реб-

ро ݁௜, 0 ൏ ݅, ௜ݍ 	ൌ 	2. 
Пока (݅ ൐ 0) и (ݍ௜ 	ൌ 	2)  
{ 
௜ݍ :	ൌ 	0; 	݅– –; удалить ܥ௜ из списков ܮ௩೔ и ܮ௪೔

; 
если ݅	 ൌ 		0, то перейти к метке FWRD;  
если ݍ௜ ൏ 2, то перейти к метке FWRD;  
} 
Конец алгоритма. 
Замечание 2. Жадный алгоритм «привязан» к выбранному кусочно-непрерывному 

пути и не выполняет полный перебор попыток интервальной раскраски. 
 

4. Результаты вычислений 
 

4.1. Вычислительная схема 
 

В авторском программном обеспечении, разработанном на языке C#, на основе 
алгоритмов, изложенных в разделах 2 и 3, принята следующая схема.  

Для каждого ݊	 ൌ 	4, 5, 6, 7 при p = 15 (и для каждого ݊	 ൌ 	4, 5, 6, 7, 8 при  
p = 16) генерируются все нормализованные ሺ݊, ݌ െ ݊ሻ-графы, при этом непосред-
ственно после генерации очередного графа ܩ и увеличения счетчика ܰ выполняется 
следующая процедура: если в графе ܩ существует кусочно-непрерывный путь (связ-
ность графа ܩ) и степени всех вершин графа ܩ больше единицы (отсутствие висячих 
ребер), то с помощью жадного алгоритма проверяется существование интервальной 
раскраски графа ܩ. 

Как видно из схемы, в ܰ подсчитывается не количество нормализованных 
ሺ݊, ݌ െ ݊ሻ-графов, а число сгенерированных ሺ݊, ݌ െ ݊ሻ-графов еще до выполнения про-
верки связности (совмещенной с проверкой существования кусочно-непрерывного пу-
ти) и наличия висячих ребер. Такие графы будем называть преднормализованными. 

Во всех случаях результаты проверки интервальной раскрашиваемости нормали-
зованных ሺn, 15 െ nሻ-графов оказались положительными. С учетом Утверждения 6 это 
означает, что все двудольные графы порядка 15 интервально раскрашиваемы; при 
	݌ ൌ 	16 интервальная раскрашиваемость установлена для всех ሺ݊, ݌ െ ݊ሻ-графов с 
݊ ൏ 7. Таким образом, для двудольных графов порядка 16 вопрос об интервальной рас-
крашиваемости остается невыясненным лишь для (7, 9)-графов и (8, 8)-графов. 
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Таблица 1. Информация о длительности вычислений для преднормализованных 
ሺ݊, 15 െ ݊ሻ-графов порядка 15 

 

݊	 ݀ሺݔ଺ሻ	 ܰ Время в сек. 
4  366956 3,4 
5  35135708 441,2 
6  984643930 29275,4 
7 2 1368967576 47399,0 
7 3 1175207229 24086,1 
7 4 341971501 15350,6 
7 5 23364103 1547,1 
7 6 274842 10,7 
7 7 685 0,035 
7 8 1 0,003 

 
4.2. Информация о длительности вычислений 

 

Понятно, что в режиме вытесняющей мультизадачности длительность вычисле-
ний носит условный характер и стремление к чрезмерной точности вычислений здесь 
неуместно. Тем не менее мы нашли допустимым записать в последней колонке табли-
цы 1 длительности вычислений, измеренные в одном из компьютерных экспериментов 
(временны́е параметры в других экспериментах несколько отличались от приведенных 
в таблице). Вычисления для ሺ݊, 15 െ ݊ሻ-графов проводились отдельно для ݊	 ൌ 	4, 5, 6 
и 7; при этом для ݊	 ൌ 	7 рассматривались семь случаев в зависимости от степени вер-
шины ݔ଺ (см. второй столбец таблицы). Значение ܰ в предпоследней колонке таблицы 
– количество преднормализованных графов; количество нормализованных графов (для 
которых только и запускается жадный алгоритм), соответствующих тому или иному 
конкретному случаю, существенно меньше. 

 
Заключение 

 

Предложенный в разделах 2 и 3 подход не только позволяет доказать, что все 
ሺ݊, 15 െ ݊ሻ-графы интервально раскрашиваемы, но и открывает перспективы для про-
верки интервальной раскрашиваемости двудольных графов большего порядка. Напри-
мер, вычислительные эксперименты для ሺ݊, 16 െ ݊ሻ-графов показали, что в случаях 
݊	 ൌ 	4, 5 и 6 все преднормализованные ሺ݊, 16 െ ݊ሻ-графы интервально раскрашивае-
мы, при этом значения ܰ и длительности вычислений равны соответственно: при 
݊	 ൌ 	4: 767910 графов, 7,3 сек; при ݊	 ൌ 	5: 126091168 графов, 1993,0 сек; при ݊	 ൌ 	6: 
6536939854 графов, 95178,2 сек. 

Характеристики использованного авторами компьютерного обеспечения: Surface, 
Windows 10 Pro, Processor: Intel(R) Core(TM) i5-4300U CPU © 1.90GHz 2.50 GHz, RAM: 
8.00 GB, System type: 64-bit Operating System, x64-based. 
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Авторское программное обеспечение обладает некоторыми дополнительными 
функциями, не принципиальными для целей данного сообщения.  

Среди них различные формы представления графов и кусочно-непрерывных пу-
тей, графический и текстовый вывод интервальной раскраски выбранного пользовате-
лем графа, в частности преднормализованного. Пример такого вывода приведен на 
рис. 2.  
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ܿሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ 6; ܿሺݕ଴, ଶሻݔ 	ൌ 	5; 
ܿሺݔଶ, ଵሻݕ ൌ 4; ܿሺݕଵ, ଴ሻݔ 	ൌ 	5; 

ܿሺݔଶ, ସሻݕ 	ൌ 	6; 	ܿሺݕସ, ଵሻݔ 	ൌ 	5; 
ܿሺݔଵ, ହሻݕ 	ൌ 	4; 	ܿሺݕହ, ଷሻݔ 	ൌ 	5; 

ܿሺݔଷ, ସሻݕ 	ൌ 	7; 	ܿሺݕସ, ସሻݔ 	ൌ 	4; 
ܿሺݔସ, ହሻݕ 	ൌ 	3; 	ܿሺݔସ, ଺ሻݕ 	ൌ 	2; 
ܿሺݕ଺, ଵሻݔ 	ൌ 	3; 	ܿሺݔଵ, ଻ሻݕ 	ൌ 	6; 
ܿሺݕ଻, ହሻݔ 	ൌ 	7; 	ܿሺݔହ, ସሻݕ 	ൌ 	8; 
ܿሺݔସ, ሻ଼ݕ ൌ 1; ܿሺݕଶ, ଺ሻݔ 	ൌ 	5; 
ܿሺݔ଺, ଷሻݕ ൌ 4; ܿሺݕଷ, ଴ሻݔ 	ൌ 	3; 

ܿሺݔ଴, ଶሻݕ 	ൌ 	4; 	ܿሺݕଶ, ଶሻݔ 	ൌ 	3; 

ܿሺݔଷ, ଴ሻݕ 	ൌ 	4; 	ܿሺݔଷ, ଵሻݕ 	ൌ 	6; 

Рис. 2. Пример вывода интервальной раскраски преднормализованного (7,9)-графа 
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Greedy algorithm is designed to test the existence of the edge-interval-coloring of a connected 
bipartite graph and its construction if it exists. The algorithm performs backtracking consecutive edges 
of the piecewise-continuous path; the latter represents an ordered set of all edges in the graph, and the 
subgraph generated by any subset of its edges with the numbers 1, 2, ..., is coherent.  

The algorithm allowing for the set S of all bipartite graphs of given order H to generate a set S଴ 
bipartite graphs of less significant power, containing a graph isomorphic to G for each graph G of S a. 
The use of the greedy algorithm to each element of S଴ involving computer resources has shown, that at 
small values of H all the graphs S଴ are interval-colourable.  

The research has found, in particular, that all bipartite graphs G = (X, Y, E) of 16 order where  
|X| < 7 have an interval coloring; this is enough to check the interval coloring bipartite graphs of order 
16 with |X| = 7 and |X| = 8. The software developed by the authors on the basis of the algorithms also 
provides a number of additional features contributing to a graphic display of interval coloring in a per-
ceptible form. 
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