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Известно, что определитель Вандермонда по степеням х от 0 до n в n + 1 числах проме-
жутка [а, в] расположенных в порядке возрастания, равен произведению всевозможных поло-
жительных разностей этих чисел. При нахождении значения подобного определителя с вы-
черкнутыми n-q степенями значение определителя Вандермонда n чисел умножается еще на q-
симметричное произведение этих n чисел. В статье получены формулы, по которым вычисляют-
ся определители, в которых вычеркнуты степени α и q (0 ≤ α < q ≤ n, q ≤ n < ∞).  

Доказательство опирается на полученные формулы, выражающие определители n-го по-
рядка через определители n–1-го порядка. Еще доказательства упрощаются благодаря симмет-
рии значения определителей относительно значения чисел, в которых они вычисляются. 
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Как хорошо известно, является определителем Вандермонда  

௡ܦ 	ൌ 	 ห1, ௜ݔ,௜ݔ
ଶ, … , ௜ݔ

௡ห
௜	ୀ	ଵ

௡	ା	ଵ
	ൌ 	∏ ൫ݔ௜ െ ଵ	ା	௝൯ଵஸ௝ழ௜ஸ௡ݔ . 

В статье исследуются определители 

௤ିఈ,௤௡ܦ 	ൌ 	 ห1, ,௜ݔ	 … , ௜ݔ
௤ିఈିଵ, ௜ݔ	

௤ିఈ	ା	ଵ … , ;௜ݔ	
௤ିଵݔ௜

௤	ା	ଵ, … , ௜ݔ
௡ห
௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
, 

где 1 ൑ ߙ ൏ ݍ ൑ ݊, ݍ ൑ ݊ ൏ ∞. Положим хଵ ൏ хଶ ൏ ⋯ ൏ х௡ିଵ,  
௞ିଵߤ
௞

 = ∏ ሺݔ௞ െ ௜ሻݔ
௞ିଵ
௜	ୀ	ଵ ௞ߤ	,  	ൌ 	∏ ൫ݔ௜ െ ௝൯ଵஸ௝ழ௜ஸ௞ݔ . 

Исключим легко вычисляемые случаи:  

଴,ଵܦ
௡ 	ൌ 	 หݔ௜

ଶ, … , ௜ݔ
௡ห
௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
	ൌ ଵݔ௡ିଵߤ	

ଶݔଶ
ଶ ௡ିଵݔ…

ଶ , 

଴,௡ܦ		
௡ 	ൌ 	 ห	ݔ௜,ݔ௜

ଶ, … , ௜ݔ
௡ିଵห

௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
	ൌ 	 ଶݔଵݔ௡ିଵߤ  ௡ିଵ, (1)ݔ…

௡ିଵ,௡ܦ
௡ 	ൌ 	 ห1, ௜ݔ	,௜ݔ

ଶ, … , ௜ݔ	
௡ିଶห

௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
	ൌ 	  ,௡ିଵߤ

при q = n, 1൏ ߙ ൏ ݊ െ 2	определитель вычислен в [1, с. 111],	

ఈ,௡௡ܦ 	ൌ 	 ห1, ,௜ݔ … ௜ݔ
ఈିଵ, ௜ݔ	

ఈ	ା	ଵ … ௜ݔ
௡ିଵห

௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
௡ିଵߤ =  ௜భݔ∑ ௜మݔ …, (2) 

где слагаемыми суммы являются n-1-ߙ െ симметричные функции n – 1 чисел 
хଵ, 	хଶ, … , 	х௡ିଵ. При 0 ,0 = ߙ൏ ݍ ൑ ݊	 ൌ 	1  

଴௤ܦ	
௡ 	ൌ 	 หݔ௜,, … ௜ݔ

௤ିଵ, ௜ݔ	
௤	ା	ଵ … ௜ݔ	

௡ห
௜	ୀ	ଵ

௡ିଵ
	ൌ ଶݔଵݔ௡ିଵߤ	 ௡ିଵݔ… ∑ ௜ଶݔ௜ଵݔ … ௜೙ష೜௡ି௤ݔ . (2) 

Далее	рассмотрим	случай	1൑ α ൏ q ൑ n െ 1. 
ЛЕММА 1. 	
௤ିଵ,௤ܦ		

௡
	ൌ 	 ௡ିଶߤ

௡ିଵඋݔ௡ିଵ
ଶ ௤ିଵ,௤ܦ

௡ିଵ 	൅	ݔ௡ିଵܦ௤ିଶ,௤
௡ିଵ 	൅	ܦ௤ିଶ,௤ିଵ

௡ିଵ ඏ, (3) 

при ߙ	 ൌ 	1, при	ߙ ൒ 2 
௤ିఈ,௤௡ܦ	 	ൌ 	 ௡ିଶߤ

௡ିଵඋݔ௡ିଵ
ଶ ௤ିఈ,௤௡ିଵܦ 	൅	ݔ௡ିଵ൫ܦ௤ିఈିଵ,௤

௡ିଵ 	൅	ܦ௤ିఈ,௤ିଵ
௡ିଵ ൯ 	൅	ܦ௤ିఈିଵ,௤ିଵ

௡ିଵ ඏ. (4) 
Схему доказательства леммы проиллюстрируем в частном случае 

ଶ,ଷܦ
଺ 	ൌ 	 ห1, ௜ݔ௜ݔ

ସݔ௜
ହݔ௜

଺ห
௜	ୀ	ଵ

ହ
. 
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Для вычисления этого определителя пятую строку умножим на –1 и прибавим к 
каждой предыдущей строке, вынесем знак минус из всех четырех строк и разложим 
определитель по элементам первого столбца  

ଶ,ଷܦ
଺ 	ൌ 	 ሺെ1ሻହ	ା	ଵሺെ1ሻସߤସ

ହ อ1	 ෍ ହݔ
ଷି௞ݔ௜

௞ ෍ ହݔ
ସି௞ݔ௜

௞ ෍ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞

ହ

௞	ୀ	଴

ସ

௞	ୀ	଴

ଷ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

 

อ	෍ ହݔ
ଷି௞ݔ௜

௞ ෍ ହݔ
ସି௞ݔ௜

௞ ෍ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞

ହ

௞	ୀ	଴

ସ

௞	ୀ	଴

ଷ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	ൌ	 

ൌ	ݔହ
ଷ0	 ൅	ݔହ

ଶ อ1ݔ௜ ෍ ହݔ
ସି௞ݔ௜

௞ ෍ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞

ହ

௞	ୀ	଴

ସ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	ൌ 

ൌ ହݔ	 อ1ݔ௜
ଶ ෍ ହݔ

ସି௞ݔ௜
௞ ෍ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞

ହ

௞	ୀ	଴

ସ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	൅	 อ1ݔ௜
ଷ ෍ ହݔ

ସି௞ݔ௜
௞ ෍ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞

ହ

௞	ୀ	଴

ସ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	ൌ	 

ൌ ହݔ
ଶ ቄݔହ

ଶห1ݔ௜ݔ௜
ଶ ∑ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞ହ

௞	ୀ	଴ ห
௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	ݔହห1ݔ௜ݔ௜

ଷ ∑ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞ହ
௞	ୀ	଴ ห

௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ +  

൅	ݔହ
ଶหݔ௜ݔ௜

ସ ∑ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞ହ
௞	ୀ	଴ ห

௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	ݔହ ቄݔହ

ଷห1ݔ௜
ଶݔ௜ ∑ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞ହ

௞	ୀ	଴ ห
௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ +  

൅	ݔହ ቄݔହห1ݔ௜
ଶݔ௜

ଷ ∑ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞ହ
௞	ୀ	଴ ห

௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	 ห1ݔ௜

ଶݔ௜
ସ ∑ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞ହ

௞	ୀ	଴ ห
௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ +  

൅	ݔହ
ଷ อ1ݔ௜

ଷݔ௜ ෍ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞

ହ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	൅	ݔହ
ଶ อ1ݔ௜

ଷݔ௜
ଶ ෍ ହݔ

ହି௞ݔ௜
௞

ହ

௞	ୀ	଴

อ
௜	ୀ	ଵ

ସ

	൅	 

൅	ห1ݔ௜
ଷݔ௜

ସ ∑ ହݔ
ହି௞ݔ௜

௞ହ
௞	ୀ	଴ ห

௜	ୀ	ଵ

ସ
	ൌ 	 ହݔ

ଶ ቄݔହ
ଷห1ݔ௜ݔ௜

ସݔ௜
ଶห
௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ +  

൅	ݔହ
ଶ ቄݔହ

ଶห1ݔ௜ݔ௜
ସݔ௜

ଷห
௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	 ห1ݔ௜ݔ௜

ସݔ௜
ହห
௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ
௜	ୀ	ଵ

ସ
 +  

൅	ݔହ ቄݔହ
ସห1ݔ௜

ଶݔ௜
ସݔ௜ห௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	ݔହ

ଶห1ݔ௜
ଶݔ௜

ସݔ௜
ଷห
௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	 ห1ݔ௜

ଶݔ௜
ସݔ௜

ହห
௜	ୀ	ଵ

ସ
ቅ +  

൅	ݔହ
ସห1ݔ௜

ଷݔ௜
ସݔ௜ห௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅	ݔହ

ଷห1ݔ௜
ଷݔ௜

ସݔ௜
ଶห
௜	ୀ	ଵ

ସ
	൅ 	 ห1ݔ௜

ଷݔ௜
ସݔ௜

ହห
௜	ୀ	ଵ

ସ
 =  

ൌ ହݔ	
ଶܦଶ,ଷ

ହ 	൅	ݔହܦଵ,ଷ
ହ 	൅	ܦଵ,ଶ

ହ . 
Остальные слагаемые уничтожились как имеющие попарно противоположные 

знаки. Аналогично рассуждаем и при ߙ ൒ 2.  
ЛЕММА 2.		 ଵ

ఓ೙షభ
ଵଶܦ
௡ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ . . . ௜೙షమݔ

ଶ௡ିଵ
ଵ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ … ௜೙షయݔ

ଶ ௜೙షభݔ௜೙షమݔ
௡ିଵ
ଵ  

Доказательство проведем методом математической индукции. 
ଵଶܦ
ଷ 	ൌ 	 ሺݔଶ െ ଵݔଵሻሺݔ

ଶ 	൅	ݔଶ
ଶ 	൅	ݔଵݔଶሻ,  

ଵଶܦ
ସ 	ൌ 	 ∑ଷൣߤ ௜భݔ

ଶଷ
ଵ ௜మݔ

ଶ 	൅ 			∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ௜మݔ

ଷ
ଵ ൧. 

Предположим, что лемма верна при n = m – 1 

 
ଵ

ఓ೘షమ
ଵଶܦ
௠ିଵ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ . . . ௜೘షయݔ

ଶ௠ିଶ
ଵ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ … ௜೘షరݔ

ଶ ௜೘షయݔ
௜೘షమݔ

௠ିଶ
ଵ  

ଵଶܦ
௠ 	ൌ ௠ିଶߤ	

௠ିଵሾݔ௠ିଵ
ଶ ଵଶܦ

௠ିଵ 	൅	ݔ௠ିଵܦ଴ଶ
௠ିଵ 	൅	ܦ଴ଵ

௠ିଵሿ 
଴ଶܦ
௠ିଵ, ଴ଵܦ	

௠ିଵ после вынесения общих множителей вычисляем по формуле ሺ2ሻ 
ଵ

ఓ೘షభ
ଵଶܦ
௠ 	ൌ ௠ିଵݔ	

ଶ ൣ∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶ . . . ௜೘షయݔ
ଶ௠ିଶ

ଵ 	൅	∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶ … ௜೘షరݔ
ଶ ௜೘షయݔ

௜೘షమݔ
௠ିଶ
ଵ ൧ +  

ଵݔ௠ିଵݔ +  ௠ିଶݔ… ∑ ௜భݔ
௠ିଶ
ଵ ௜೘షయݔ... ଵݔ + 

ଶݔଶ
ଶ...ݔ௠ିଶ

ଶ  =  
ൌ	∑ ௜భݔ

ଶ௠ିଵ
ଵ ௜೘షమݔ...

ଶ 	൅	∑ ௜భݔ
ଶ௠ିଵ

ଵ ௜೘షయݔ…
ଶ ௜೘షమݔ

௜೘షభݔ
. 
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Замечание. Для облегчения доказательства можно воспользоваться симметрией 
определителя ܦ௤ିଵ,௤

௡  относительно чисел хଵ, хଶ, … , х௡ିଵ		 и проследить только за сла-
гаемыми, содержащими ݔ௡ିଵ в формулах ሺ3ሻ, ሺ4ሻ. Также в процессе выкладок не об-
ращаем внимания на	ߤк.	Сумму первых двух слагаемых формул	ሺ3ሻ, ሺ4ሻ обозначим че-
рез ܦ௤,௤ିଵ

଴௡  и при вычислениях вместо знака равенства вставим знак	→. 

Лемма 3. ܦଶ,ଷ
௡ 	ൌ ∑௡ିଵൣߤ	 ௜భݔ

ଶ ௡ିଷݔ…
ଶ௡ିଵ

ଵ 	൅	∑ ௜భݔ
ଶ ௜೙షరݔ…

ଶ ௜೙షమݔ௜೙షయݔ 	൅
௡ିଵ
ଵ

	൅	2∑ ௜భݔ
ଶ ௜೙షఱݔ…

ଶ ௜೙షభݔ௜೙షమݔ௜೙షయݔ௜೙షరݔ
௡ିଵ
ଵ ൧ при n൒ 6. 

ଶ,ଷܦ
ସ 	ൌ 	 ∑ଷൣߤ ௜ݔ

ଶଷ
ଵ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ

ଷ
ଵ ൧, ܦଶ,ଷ

ହ 	ൌ 	 ∑ସൣߤ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶସ
ଵ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜యݔ௜మݔ 	൅ ସସݔଷݔଶݔଵݔ2	
ଵ ൧. 

Доказательство. Непосредственно вычисляем ሺ1ሻ ܦଶ,ଷ
ଷ 	ൌ .ଶߤ	 1, ଵ,ଷܦ

ଷ 	ൌ
		ൌ .ଶߤ	 ∑ ௜ଶݔ

ଵ ଴,ଷܦ ,
ଷ 	ൌ 	 .ଶߤ ଵ,ଶܦ ,ଶݔଵݔ

ଷ 	ൌ .ଶߤ	 ሺݔଵ
ଶ 	൅	ݔଶ

ଶ 	൅	ݔଵݔଶሻ, 
ଶ,ଷܦ
଴ସ → ଷݔ

ଶܦଶ,ଷ
ଷ 	൅	ݔଷܦଵ,ଷ

ଷ → ଷݔ
ଶ 	൅	∑ ଷଶݔ

ଵ  . Из-за симметрии имеем	௜ݔ
ଶ,ଷܦ
ସ 	ൌ 	 ∑ଷ൫ߤ ௜ݔ

ଶ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ
ଷ
ଵ

ଷ
ଵ ൯.	ܦଵ,ଷ

଴ସ ଷݔ →
ଶܦଵ,ଷ

ଷ 	൅	ݔଷ൫ܦ଴,ଷ
ଷ 	൅	ܦଵ,ଶ

ଷ ൯ → ଷݔ
ଶ ∑ ௜ଶݔ

ଵ 	൅	 
൅	ݔଷሺݔଵݔଶ 	൅	ݔଵ

ଶ 	൅	ݔଶ
ଶ 	൅	ݔଵݔଶሻ 	ൌ 	∑ ௜ଶݔ

ଵ ଷݔ
ଶ 	൅	∑ ௜ݔ

ଶݔଷଶ
ଵ  .ଷݔଶݔଵݔ2 + 

ଵ,ଷܦ
ସ 	ൌ 	 ∑ଷ൫ߤ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଷ
ଵ 	൅ ଶ,ଷܦ	.ଷ൯ݔଶݔଵݔ2	

଴ହ → ସݔ
ଶܦଶ,ଷ

ସ 	൅	ݔସܦଵ,ଷ
ସ → 

→ ସݔ
ଶ ൬෍ ௜ݔ

ଶ 	൅	෍ ௜మݔ௜భݔ
ଷ

ଵ

ଷ

ଵ
൰ 	൅	ݔସ ൬෍ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଷ

ଵ
	൅ ଷ൰ݔଶݔଵݔ2	 	ൌ	 

 = ∑ ସݔ
ଶଷ

ଵ ௜ݔ
ଶ 	൅	∑ ସݔ

ଶଷ
ଵ ௜మݔ௜భݔ 	൅ 	∑ ௜భݔ

ଶଷ
ଵ ସݔ௜మݔ 	൅  .ସݔଷݔଶݔଵݔ2	

ଶ,ଷܦ
ହ 	ൌ 	 ସߤ ൬෍ ௜భݔ

ଶ
ସ

ଵ
௜మݔ
ଶ 	൅	෍ ௜భݔ

ଶ ௜యݔ௜మݔ 	൅ .ସݔଷݔଶݔଵݔ2	
ସ

ଵ
൰ 

ଵ,ଷܦ
଴ହ → ସݔ

ଶܦଵ,ଷ
ସ 	൅	ݔସ൫ܦ଴,ଷ

ସ 	൅	ܦଵ,ଶ
ସ ൯ → ସݔ

ଶ൫∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଷ
ଵ 	൅   + ଷ൯ݔଶݔଵݔ2	

∑ସ൫ݔ +  ௜భݔ
ଶ ௜యݔ௜మݔ 	൅ 	∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ 	൅	ଷ

ଵ
ଷ
ଵ ∑ ௜భݔ

ଶ ௜యݔ௜మݔ
ଷ
ଵ ൯ 	ൌ 	∑ ସݔ

ଶݔ௜భ
ଶଷ

ଵ ௜మݔ 	൅ ସݔ2	
ଶݔଵݔଶݔଷ 	൅	 

 + 2∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଷ
ଵ ଵ,ଷܦ .ସݔ௜యݔ

ହ 	ൌ ∑ସ൫ߤ	 ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶସ
ଵ ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ ௜రݔ௜యݔ௜మݔ
ସ
ଵ ൯. 

Далее с увеличением n количество сумм и коэффициент 2 не меняются, только 
под знаком всех сумм добавляется квадрат еще одного множителя. 

Докажем этот факт методом математической индукции. В качестве предположе-
ния индукции примем значения		ܦଶ,ଷ

଺  и ܦଵ,ଷ
଺  и подсчитаем		ܦଶ,ଷ

଻ . 
ଶ,ଷܦ 

଴଺ → ହݔ
ଶܦଶ,ଷ

ହ 	൅	ݔହܦଵ,ଷ
ହ → ହݔ

ଶ൫∑ ௜భݔ
ଶସ

ଵ ௜మݔ
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜యݔ௜మݔ 	൅ ସ.ସݔଷݔଶݔଵݔ2	
ଵ ൯ 	൅	 

∑ହ൫ݔ +  ௜యݔ
ଶ ௜భݔ

ଶସ
ଵ ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ ௜రݔ௜యݔ௜మݔ
ସ
ଵ ൯	. Отсюда имеем 

ଶ,ଷܦ
଺ 	ൌ ହߤ	 ൬෍ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶ

ହ

ଵ
௜యݔ
ଶ 	൅	෍ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ

ସ

ଵ
௜రݔ௜యݔ 	൅ 	2෍ ௜భݔ

ଶ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ௜మݔ
ହ

ଵ
൰ 

ଵ,ଷܦ
଴଺ → ହݔ

ଶܦଵ,ଷ
ହ 	൅	ݔହ൫ܦ଴,ଷ

ହ 	൅	ܦଵ,ଶ
ସ ൯ → ହݔ

ଶ൫∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶସ
ଵ ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ ௜రݔ௜యݔ௜మݔ
ସ
ଵ ൯ +  

ହݔ +  ቀ൫∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶସ
ଵ ௜రݔ௜యݔ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶସ

ଵ ௜యݔ
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜రݔ௜యݔ௜మݔ
ଶସ

ଵ ൯ቁ. 

ଵ,ଷܦ
଺ 	ൌ 	 ହߤ ൬෍ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶ

ହ

ଵ
௜యݔ
ଶ ௜రݔ 	൅ 	2෍ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ

ହ

ଵ
 ௜ఱ൰ݔ௜రݔ௜యݔ

ଶ,ଷܦ
଴଻ → ଺ݔ

ଶܦଶ,ଷ
଺ 	൅	ݔ଺ܦଵ,ଷ

଺ →
଺ݔ
ଶ൫∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ହ
ଵ   + ௜ఱ|൯ݔ௜రݔ௜యݔ

∑଺൫ݔ +  ௜భݔ
ଶ ௜భݔ

ଶହ
ଵ ௜యݔ

ଶ ௜రݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶହ
ଵ ௜ఱ൯ݔ௜రݔ௜యݔ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ
ଶ ଺ݔ

ଶ
 +  

 + 

∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶ ଺ݔ	
ଶହ

ଵ ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	2∑ ଺ݔ
ଶݔ௜భ

ଶ ௜మݔ
ହ
ଵ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ
ଶ ଺ݔ௜రݔ 	൅

	2∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶହ
ଵ ଶ,ଷܦ ଺. В силу симметрииݔ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ

଻  =  

	ൌ 	 ∑଺ൣߤ ௜భݔ
ଶ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜యݔ

ଶ ௜లݔ
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ ௜యݔ
ଶ ௜ఱݔ௜రݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ଺

ଵ  ,௜ల൧ݔ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ
что и требовалось доказать. 
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Однотипные слагаемые определителя ܦ௤ିଵ,௤
௡  соберем в отдельные суммы. 

Теорема 1. Число сумм в выражении	ܦ௤ିଵ,௤
௡  при q + 1൑ ݊ ൑ ݍ2 െ 1 растет от 2 до 

q. Числовой множитель при суммах растет от 1 при первых двух до q – 1 при послед-
ней q-той сумме. 

Доказательство. Вычисление ܦ௤ିଵ,௤	
௡ по формуламሺ3ሻ, ሺ4ሻ завершается в двух 

случаях: индекс n уменьшается и достигает q, далее определитель вычисляется по фор-
муле		ሺ2ሻ		или	нижний	индекс q – 1 уменьшается и достигает нуля и опять по формуле 
ሺ2ሻ. При q + 1൑ ݊ ൑ ݍ2 െ 1 индекс n уменьшается и достигает q быстрее, чем q – 1 до 
нуля. При n = q + 1 число сумм равно двум, а числовые коэффициенты равны 1. Далее с 
увеличением n на единицу количество сумм и коэффициенты при них увеличиваются 
также на единицу. Максимальное число сумм достигается при n = 2q – 1 и равно q. Для 
доказательства содержание лемм 2 и 3 примем как предположение индукции при q = 3 
и докажем теорему при q = 4.  

ଷ,ସܦ 
ସ 	ൌ 	 ,ଷ1ߤ ଶ,ସܦ

ସ 	ൌ 	 ଷߤ ∑ ௜ଷݔ
ଵ ଶ,ଷܦ ,

ସ 	ൌ 	 ∑ଷ൫ߤ ௜ݔ
ଶ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ

ଷ
ଵ

ଷ
ଵ ൯,  

଴,ସܦ
ସ 	ൌ 	 ଵ,ସܦ ,ଷݔଶݔଵݔଷߤ

ସ 	ൌ 	 ଷߤ ∑ ௜భݔ
ଷ
ଵ ଵ,ଷܦ ,௜మݔ

ସ 	ൌ 	 ∑ଷ൫ߤ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ 	൅ ଷଷݔଶݔଵݔ2	

ଵ ൯ 

ଷ,ସܦ
଴ହ → ସݔ

ଶܦଷ,ସ
ସ 	൅	ݔସܦଶ,ସ

ସ → ସݔ
ଶ 	൅	ݔସ෍ ௜ݔ

ଷ

ଵ
 

	 ଵ
ఓర
ଷ,ସܦ
ହ 	ൌ 	∑ ௜ݔ

ଶସ
ଵ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ

ସ
ଵ ଶ,ସܦ ,

଴ହ → ସݔ
ଶܦଶ,ସ

ସ 	൅	ݔସ൫ܦଵ,ସ
ସ 	൅	ܦଶ,ଷ

ସ ൯ → ସݔ
ଶ ∑ ௜ଷݔ

ଵ 	൅	 

∑ସ൫ݔ +  ௜భݔ
ଷ
ଵ ௜మݔ 	൅ 	∑ ௜ݔ

ଶ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ
ଷ
ଵ

ଷ
ଵ ൯, 	 ଵ

ఓర
ଶ,ସܦ
ହ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶସ
ଵ ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜మݔ௜భݔ

ସ
ଵ  ௜యݔ

ଷ,ସܦ
଴଺ → ହݔ

ଶܦଷ,ସ
ହ 	൅	ݔହܦଶ,ସ

ହ →

ସݔ
ଶ൫∑ ௜ݔ

ଶସ
ଵ 	൅	∑ ௜మݔ௜భݔ

ସ
ଵ ൯ 	൅	ݔହ൫∑ ௜భݔ

ଶସ
ଵ ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜మݔ௜భݔ

ସ
ଵ 	 .௜య൯ݔ

ଵ

ఓఱ
ଷ,ସܦ
଺ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶହ
ଵ ௜మݔ

ଶ 	൅

	∑ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜యݔ௜మݔ௜భݔ
ହ
ଵ  .௜రݔ

ଵ,ସܦ
଴ହ → ସݔ

ଶܦଵ,ସ
ସ 	൅	ݔସ൫ܦ଴,ସ

ସ 	൅	ܦଵ,ଷ
ସ ൯

→ ସݔ
ଶ෍ ௜మݔ௜భݔ 	൅ ସݔ	

ଷ

ଵ
൬ݔଵݔଶݔଷ 	൅	෍ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ 	൅ ଷݔଶݔଵݔ2	
ଷ

ଵ
൰ , 	

1
ସߤ
ଵ,ସܦ
ହ 	

ൌ 	෍ ௜భݔ
ଶ

ସ

ଵ
௜యݔ௜మݔ 	൅  .ସݔଷݔଶݔଵݔ3	

ଶ,ସܦ
଴଺ → ହݔ

ଶܦଶ,ସ
ହ 	൅	ݔହ൫ܦଵ,ସ

ହ 	൅	ܦଶ,ଷ
ହ ൯ → ହݔ

ଶ൫∑ ௜భݔ
ଶସ

ଵ ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜మݔ௜భݔ
ସ
ଵ   + ௜య൯ݔ

∑ହ൫ݔ +  ௜భݔ
ଶସ

ଵ ௜యݔ௜మݔ 	൅ ସݔଷݔଶݔଵݔ3	 	൅	∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ଶ 	൅	∑ ௜భݔ
ଶ ௜మݔ

ସ
ଵ

ସ
ଵ  ,௜య൯ݔ

	 ଵ
ఓఱ
ଶ,ସܦ
଺ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶହ
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ௜యݔ௜మݔ  .ହݔସݔଷݔଶݔଵݔ3 + 

ଷ,ସܦ
଴଻ → ଺ݔ

ଶܦଷ,ସ
଺ 	൅	ݔ଺ܦଶ,ସ

଺ → ଺ݔ
ଶ൫∑ ௜భݔ

ଶହ
ଵ ௜మݔ

ଶ 	൅	∑ ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜యݔ௜మݔ 	൅ 	2∑ ௜యݔ௜మݔ௜భݔ
ହ
ଵ   + ௜ర൯ݔ

∑଺൫ݔ +  ௜భݔ
ଶହ

ଵ ௜మݔ
ଶ ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶହ
ଵ ௜యݔ௜యݔ௜మݔ 	൅  ,ହ൯ݔସݔଷݔଶݔଵݔ3	

	 ଵ
ఓల
ଷ,ସܦ
଻ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜యݔ
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ ௜రݔ௜యݔ௜యݔ௜మݔ  +  

 .଺ݔହݔସݔଷݔଶݔଵݔ3 + 
Теорема 2. 	 ଵ

ఓ೙షభ
௤ିଵ,௤ܦ
௡ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ
ఊ ௜మݔ

ଶ ௜೙ష೜ݔ...
ଶ 	൅	∑ ௜భݔ

ଶ
ఊ ௜మݔ

ଶ ௜೙ష೜షభݔ…
ଶ భ	శ	௜೙ష೜ݔ௜೙ష೜ݔ  +  

 + 2∑ ௜భݔ
ଶ

ఊ ௜మݔ
ଶ … ௜೙ష೜షమݔ

ଶ  + ... + మ	శ	௜೙ష೜ݔభ	శ	௜೙ష೜ݔ௜೙ష೜ݔ௜೙ష೜షభݔ

ሺݍ െ 1ሻ∑ ௜భݔ
ଶ

ఊ ௜మݔ
ଶ … ௜ೖݔ

ଶ భ	శ	௜ೖݔ … ௜ംషమೖ, при n൒ݔ ,ݍ2 	ߛ ൌ 	2ሺ݊ െ  ሻ – суммарная степеньݍ

произведения под знаком сигма.  
Докажем методом математической индукции по q и по n. 
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При q = 4 и n = 2q – 1 = 7 определители ܦଷ,ସ
଻  из теоремы 1 и  

	 ଵ
ఓల
ଶ,ସܦ
଻ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜యݔ
ଶ ௜రݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	3∑ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ -будем счи	௜లݔ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ௜మݔ

тать заданными и подсчитаем 
ଵ

ఓళ
ଷ,ସܦ
଼ . 

ଷ,ସܦ
଴଼ → ଻ݔ

ଶܦଷ,ସ
଻ 	൅	ݔ଻ܦଶ,ସ

଻  

→ ଻ݔ
ଶ ൬෍ ௜భݔ

ଶ
଺

ଵ
௜మݔ
ଶ ௜యݔ

ଶ 	൅	෍ ௜భݔ
ଶ

଺

ଵ
௜మݔ
ଶ ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	2෍ ௜భݔ

ଶ
଺

ଵ
௜యݔ௜యݔ௜మݔ 	൅  ଺൰ݔହݔସݔଷݔଶݔଵݔ3	

଻ݔ	 ൬෍ ௜భݔ
ଶ

଺

ଵ
௜మݔ
ଶ ௜యݔ

ଶ ௜రݔ 	൅ 	2෍ ௜భݔ
ଶ

଺

ଵ
௜మݔ
ଶ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ 	൅ 	3෍ ௜భݔ

ଶ
଺

ଵ
 ௜ల൰ݔ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ௜మݔ

Отсюда, пользуясь симметрией, получим 	 ଵ
ఓళ
ଷ,ସܦ
଼ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ଺
ଵ ௜మݔ

ଶ ௜యݔ
ଶ ௜రݔ

ଶ 	൅

൅		∑ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ ௜మݔ
ଶ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ

ଶ 	൅ 	2∑ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ௜యݔ௜మݔ
ଶ

 + 3∑ ௜భݔ
ଶ଺

ଵ -௜ల. Таким обраݔ௜ఱݔ௜రݔ௜యݔ௜యݔ௜మݔ
зом, с увеличением n число сумм и числовые коэффициенты при них не меняются, 
только под знаком сумм появляется еще один ݔ௜

ଶ. 

Теорема 3. 	 ଵ

ఓ೙షభ
௤ିఈ,௤௡ܦ 	ൌ 	∑ ௜భݔ

ଶ
ఊ ௜೙ష೜ݔ...

ଶ ௝భݔ	 … ௝ഀషభݔ 	൅ ߙ	 ∑ ௜భݔ
ଶ

ఊ ௜೙ష೜షభݔ…
ଶ ௝భݔ … భ	శ	௝ഀݔ  +  

 + ሺߙ	 ൅ 	1ሻ∑ ௜భݔ
ଶ

ఊ … ௜೙ష೜షమݔ
ଶ ௝భݔ య	శ	௝ഀݔ…  + ... +  + ሺݍ െ 1ሻ∑ ௜భݔ

ଶ
ఊ … ௜ೖݔ

ଶ ௝భݔ … ഀషభ	శ	೜ሻ	௜ೕమሺ೙షೖݔ , 

при ߙ ൒ 2, 	ߛ ൌ 	2ሺ݊ െ ሻݍ 	൅ ߙ	 െ 1 – суммарная степень произведения под знаком сум-
мы. 

Для доказательства заметим, что после n – q кратного применения формулы	ሺ3ሻ 
получим первую сумму определителя → ∑ ௜భݔ

ଶ
к ௜೙ష೜ݔ...

ଶ ௤ିఈ,௤ܦ
௤ 	 и после применения фор-

мулы	ሺ2ሻ имеем → ∑ ௜భݔ
ଶ

к ௜೙ష೜ݔ...
ଶ ௝భݔ …  .௝ഀషభݔ

Далее рассуждаем как при доказательстве теоремы 2. 

Теорема 4. Числовой коэффициент при второй сумме в выражении 	 ଵ

ఓ೙షభ
௤ିఈ,௤௡ܦ  

при любом n и q равен	ߙ	ሺߙ ൒ 1ሻ. 
Докажем методом математической индукции. Пусть q – любое число, а n = q + 1. 
Утверждение справедливо при ߙ	 ൌ 	1 по теореме 1. Допустим, при ߙ	 ൌ 	кെ 1 
௤ି௞,௤ିଵܦ	

଴௤ → ∑ ௜೜ݔ
ଶ ௝భݔ ௝кషమఊݔ… 	൅	ሺ݇ െ 1ሻ∑ ௝భఊݔ ௝మݔ … 	ߙ ௝к. Приݔ ൌ 	к 

௤ି௞,௤ܦ
଴௤	ା	ଵ → ௤ି௞,௤ܦ௤ଶݔ	

௤ 	൅	ݔ௤൫ܦ௤ି௞ିଵ,௤
௤ 	൅	ܦ௤ି௞,௤ିଵ

௤ ൯ →෍ݔ௜೜
ଶ ௝భݔ … ௝ೖషభݔ

ఊ

	൅	 

൅	ݔ௤ ቌ෍ݔ௝భ ௝ೖݔ…
ఊ

	൅	෍ݔ௤ିଵ
ଶ ௝భݔ … ௝ೖషమݔ

ఊ

	൅	ሺ݇ െ 1ሻ෍ݔ௝భ
ఊ

௝మݔ …  ௝ೖቍݔ

	
1
௤ߤ
௤ି௞,௤ܦ
௤	ା	ଵ 	ൌ 	෍ݔ௜భ

ଶ

ఊ

௝భݔ	 … ௝ೖషభݔ 	൅ 	݇෍ݔ௝భ
ఊ

௝మݔ  .భ	శ	௝ೖݔ…

Теорема 5. При фиксированных	ݍ и ߙ максимальное число сумм равно q – ߙ	 ൅ 	1, 
числовые коэффициенты растут от	ߙ при второй сумме до q – 1 при q – ߙ	 ൅ 	1 сумме. 

При n	൒ ݍ2 െ 1 + ߙ число сумм и коэффициенты при них не меняются. 
Для доказательства повторим ход рассуждений доказательства теоремы 1. При за-

данных q и		ߙ	число	сумм увеличивается q, q + 1, ..., максимальное количество сумм 
получается, когда величина n – q равна величине q – ߙ െ 0, т. е.	݊	 ൌ ݍ2	 െ  .ߙ

Примеры. Найдем значение определителей при n = 2q – ߙ. 
ଶ,ସܦ
଺ 	ൌ 	 ∑ହ൫ߤ ௜భݔ

ଶ ௜మݔ
ଶ ௝భݔ 	൅ 	2∑ ௜భݔ

ଶ ௝యݔ௝మݔ௝భݔ
ହ
ଵ

ହ
ଵ 	൅  ,ହ൯ݔସݔଷݔଶݔଵݔ3	
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ଵ,ସܦ
ହ 	ൌ 	 ∑ସ൫ߤ ௜భݔ

ଶ ௝మݔ௝భݔ
ସ
ଵ 	൅  ,ସ൯ݔଷݔଶݔଵݔ3	

ଵ,ହܦ
଺ 	ൌ 	 ∑ହ൫ߤ ௜భݔ

ଶ ௝యݔ௝మݔ௝భݔ
ହ
ଵ 	൅  .ହ൯ݔସݔଷݔଶݔଵݔ4	
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It is common knowledge that, the Vandermonde determinant in powers of x from 0 to n in n + 1 

numbers of the interval [a, b], arranged in ascending order, is equal to the product of all possible posi-
tive differences of these numbers. When the value of such a determinant is found with a crossed n-q 
power the value of the Vandermonde determinant of n numbers is multiplied by the q-symmetric 
product of these n numbers. The research has obtained formulas for calculating determinants in which 
the degrees α and q are deleted (0 ≤ α < q ≤ n, q ≤ n < ∞).  

The proof is based on the obtained formulas that express the determinants of the n-th order in 
determinants of the n-1 order. The proofs are simplified due to the symmetry of the value of the de-
terminants relative to the values of the numbers in which they are calculated. 
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