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В работе изучены свойства последовательностей конечного порядка. Установлена их 
связь с известными циклическими последовательностями. Определяется порядок конечной по-
следовательности. Найден метод, позволяющий находить сумму любого конечного числа чле-
нов последовательности порядка m по известным первым m + 1 членам этой последовательно-
сти. Тем самым в статье определен алгоритм, позволяющий находить суммы конечного поряд-
ка для любой заданной последовательности чисел. 

 

Ключевые слова: последовательность порядка m, суммирование последовательностей 
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1. Свойства последовательностей конечного порядка. Обозначим через π୫ 

множество всех многочленов степени не выше m. 
Последовательность 	x୬	  будем называть последовательностью 	порядка m, если 

существует p ∈ π୫: pሺkሻ 	ൌ 	 x୩, k	 ൌ 	1, 2, … 
Множество всех последовательностей порядка m обозначим через П୫. 
Отметим простые, легко проверяемые свойства последовательностей конечного 

порядка: 
1) П୫ – линейное множество; 
2) Если x୬ ∈ π୫, y୬ ∈ π୩	, то x୬. y୬ ∈ π୫	ା	୩; 
3) Если x୬ ∈ π୫, то	 lim

n

୶౤
୬ౣ	శ	భ = 0. 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. Последовательность x୬ ∈ π୫	 тогда и только тогда, когда  

1m  x୬ 	ൌ 	0	 для любого n. 
Доказательство. Напомним (см. [3]), что конечная разность первого порядка  

∆f(x) = f(x + 1) – f(x); ∆୩fሺxሻ 	ൌ 	∆ ቀ∆୩ିଵfሺxሻቁ для k ≥ 2. 

Аналогично для последовательностей ∆х୬ 	ൌ 	 х୬	ା	ଵ െ	х୬, 	∆୩x୬ 	ൌ 	∆൫	∆୩ିଵx୬൯, k ൒ 2. 
Легко проверить (см. [3]), что 

 	∆୩x୬ 	ൌ 	∑ ሺെ1ሻ୧ିଵC୩
୧ x୬	ା	୧

୩
୧	ୀ	଴ .                                    (1) 

Пусть x୬ ∈ π୫. Тогда существует p⋴ π୫	 такой, что x୧ 	ൌ 	pሺiሻ, i	 ൌ 	1, 2, … 
Поэтому, как следует из равенства (1), ∆୩x୬ 	ൌ 	∆୩pሺnሻ.  Следовательно, ∆୫	ା	ଵx୬ 	ൌ
	∆୫	ା	ଵpሺnሻ = 0 для любого n = 1, 2, ... 

Если же выполняется условие 1m  х୬ 	ൌ 	0 для любого n, то для последовательно-
сти x୬ строим интерполяционный многочлен степени n в форме Ньютона [3] 

L(x) = xଵ 	൅	∑
ଵ

୩!
୬
୩	ୀ	ଵ ∆୩xଵ(x-1)...(x-k). 

Если k ≥ m + 1, то ∆୩xଵ = 0, поэтому L ⋴ π୫	 и L(i) = x୧ i = 1, 2, ... 
Теорема доказана. 
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Замечание. Если x୬  – бесконечная последовательность, то невозможно проверить 
условие ∆୫	ା	ଵx୬ 	ൌ 	0		для всех n. Напротив, для сколь угодно большого N можно с по-
мощью критерия теоремы 1 узнать, имеет ли последовательность xଵ, xଶ, … , x୒ порядок m. 

Рассмотрим пример. Пусть х୧ 	ൌ 	i , i	 ൌ 	1, 2, …  Положим для фиксированного  
m ∈ N и n∈ N последовательность 	S୫,୬ 	ൌ 	∑ х୧

୫୬
୧	ୀ	ଵ 	ൌ 	∑ i୫୬

୧	ୀ	ଵ  есть сумма степеней  
m-го порядка первых n натуральных чисел и 	σ୩,୬ 	ൌ 	 xଵ … x୩ 	൅	…	൅	x୬ି୩	ା	ଵ … x୬,  
k = 1, ..., n – сумма всех произведений по k сомножителей из xଵ … x୬ . Считают 
	σ଴,୬ 	ൌ 	1	при любом n. Покажем, что 	S୫,୬ ∈ π୫	ା	ଵ, 	σ୩,୬ ∈ πଶ୩ . Первое утверждение 
есть следствие равенства Бернулли [3] 

	S୫,୬ 	ൌ 	
୆ౣ	శ	భሺ୬	ା	ଵሻି୆ౣ	శ	భሺ଴ሻ

୫	ା	ଵ
, 

где B୫	ା	ଵሺхሻ	есть	многочлен	Бернулли	степени	m	 ൅ 	1. 
Второе утверждение будем доказывать методом математической индукции. Если  

k = 1, то 	σଵ,୬ 	ൌ 	 xଵ …	x୬ 	ൌ 	1	 ൅	…	൅ 	n	 ൌ 	 ୬
ሺ୬	ା	ଵሻ

ଶ
, т. е. 	σଵ,୬ 	ൌ 	 pଶሺnሻ	 с 

pଶሺхሻ = 
ଵ

ଶ
хሺх	 ൅ 	1ሻ. 

Последовательности 	S୫,୬ и 	σ୩,୬	связаны известным тождеством Ньютона: 
	S୪,୬ െ 	σଵ,୬	ୗౢషభ,౤ 	൅ 	…	൅	ሺെ1ሻ

୪σ୪l = 0. 
Пусть имеем 	σ୩,୬ ∈ πଶ୩. 
Так как (l = k + 1) 

	σ୩	ା	ଵ,୬ = 
ଵ

୩	ା	ଵ
 ∑ ሺെ1ሻ୩	ା	ଵି୧୩

୧	ୀ	଴ 	σ୧,୬	S୩	ା	ଵି୧,୬, 

	S୩	ା	ଵି୧,୬  ∈ π୩	ା	ଶି୧  и по допущению индукции 	σ୧,୬ ∈ πଶ୧ , то 	S୩	ା	ଵି୧,୬	σ୧,୬ ∈
π୩	ା	ଶ	ା	୧. 

Следовательно, 	σ୩	ା	ଵ,୬ ∈ π୩	ା	ଶ	ା	୩. 

Напомним, [7] последовательность x୬ называется возвратной порядка k, если су-
ществуют такие числа аଵ, … , а୩ (а୩ ് 0) и натуральное число m, что для всех n≥m спра-
ведливо равенство  

	х୬	ା	୩ 	ൌ 	 aଵx୬	ା	୩ିଵ 	൅	…	൅	a୩x୬. 
Как показывает свойство 3, геометрическая прогрессия  x୬ 	ൌ 	q୬ (0 < q, q ≠ 1) не 

имеет конечный порядок, тогда как она является возвратной порядка 1    (x୬	ା	ଵ 	ൌ 	qx୬). 
Справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2. Всякая последовательность порядка m является возвратной последова-
тельностью порядка m + 1. 

Доказательство. Пусть n mx  . Для фиксированного n по точкам n, n + 1, ...,  

n + m строим интерполяционный многочлен Лагранжа L(x), L ∈ π୫	, 
L(k) = x୩, k = n, ..., n + m:  

L(x) = ∑ ୵ሺхሻ୶ౡ
ሺхି୩ሻ୵`ሺ୩ሻ

୬	ା	୫
୩	ୀ	୬ , w(x) = (x-n) ... (x–n–m). 

Подсчитав w`ሺkሻ, получим L(x) = 
ଵ

୫!
∑ ሺെ1ሻ୫	ା	୬ି୩୬	ା	୫
୩	ୀ	୬ C୫୩ି୬

ሺхି୬ሻ…ሺхି୬ି୫ሻ	୶ౡ
хି୩

 

или, положив j = k–n, 

L(x) = 
ଵ

୫!
∑ ሺെ1ሻ୫ି୨୫
୨	ୀ	଴ C୫

୨ ሺхି୬ሻ…ሺхି୬ି୫ሻ	

хି୬ି୨
x୬	ା	୨. 

Так как	х୬ ∈ π୫, то L(n + m + 1) = x୬	ା	୫	ା	ଵ. Cледовательно,  

x୬	ା	୫	ା	ଵ	 	ൌ 	
ଵ

୫!
∑ ሺെ1ሻ୫ି୨୫
୨	ୀ	଴ С୫

୨ ሺ୫	ା	ଵሻ!	

୫	ା	ଵି୨
x୬	ା	୨ . 

Это означает, что x୬	ା	୫	ା	ଵ	 	ൌ 	 аଵx୬	ା	୫ 	൅	…	൅	а୫	ା	ଵx୬,  причем  
a୴ 	ൌ 	 ሺെ1ሻ୴ିଵС୫	ା	ଵ

୴  не зависит от n. 
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Следствие. Для любого n ≥ m + 1 справедливо равенство 
n୫ 	ൌ 	∑ ሺെ1ሻ୴ିଵ୫	ା	ଵ

୴	ୀ	ଵ С୫	ା	ଵ
୴ ሺn െ vሻ୫.             (2) 

Для доказательства положим x୩ 	ൌ 	 k୫ и затем берем k + m + 1 = n.      
Замечание. Для m = 2 формула доказана, для m = 3 выписана в [7]. 
Задача суммирования последовательностей встречается в самых различных ситуа-

циях, [3, 7, 8]. 
2. Задача суммирования. Задача суммирования встречается в различных при-

кладных вопросах, см., например, [4, 5, 6, 8, 9, 10]. 
Положим для n ≥ 1 S୬ 	ൌ 	∑ x୩

୬
୩	ୀ	ଵ . 

В работе [7] доказано, что если x୬	является возвратной последовательностью по-
рядка k, т. е. 

x୬	ା	୩	 	ൌ 	 аଵx୬	ା	୩ିଵ 	൅	…	൅	а୩x୬, 
то S୬ является также возвратной, имеет порядок k + 1, причем  

S୬	ା	୩	ା	ଵ	 	ൌ 	 bଵS୬	ା	୩ 	൅	…	൅	b୩	ା	ଵS୬,            (3) 
b୨ 	ൌ 	 a୨ െ a୨ିଵ,	j = 1, 2, ..., k + 1 

(Считаем а଴ 	ൌ 	െ1	, а୩	ା	ଵ 	ൌ 	0). 
В качестве примера рассмотрим сумму степеней 	S୫,୬ 	ൌ 	∑ k୫୬

୩	ୀ	ଵ . 
Как отмечалось, 	S୫,୬ ∈ π୫	ା	ଵ. 
Согласно теореме 2 последовательность 	S୫,୬ является возвратной порядка m + 2, 

причем 
	S୫,୬	ା	୫	ା	ଶ 	ൌ 	∑ a୴s୫,୬	ା	୫	ା	ଶି୴	,୫	ା	ଶ

୴	ୀ	ଵ  a୴ 	ൌ 	 ሺെ1ሻ୴ିଵC୫	ା	ଶ
୴ ,	 

 

т. е. 	S୫,୬	ା	୫	ା	ଶ 	ൌ 	∑ ሺെ1ሻ୴ିଵC୫	ା	ଶ
୴ s୫,୬	ା	୫	ା	ଶି୴	୫	ା	ଶ

୴	ୀ	ଵ . 
C помощью (3) в [7] найдены значения S୬ для некоторых возвратных последова-

тельностей. 
Для последовательностей конечного порядка S୬ можно найти более простым спо-

собом. 

Теорема 3. Пусть n mx  . Тогда S୬ 	ൌ 	nхଵ 	൅	∑ С୬୩	ା	ଵ∆୩xଵ
୫
୩	ୀ	ଵ . 

Доказательство. Пусть x୬ ∈ π୫	 и p ∈ π୫	 такой многочлен, что p(k) = x୩	 ,  
k = 1, 2, ... Представим p в форме Ньютона (∆଴xଵ 	ൌ 	 xଵ) 

p(x) = ∑ ଵ

୩!
୫
୩	ୀ	଴ ∆୩xଵሺx െ 1ሻ… ሺx െ kሻ. 

Если считать хሺ୩ሻ 	ൌ 	 ሺx െ 1ሻ… ሺx	 ൅ 	kሻ,	 то, как указано в [3], 

ሺх	 ൅ 	1ሻሺ୩ሻ െ	xሺ୩ሻ 	ൌ 	 kxሺ୩ିଵሻ и ∑ хሺ୩ሻ 	ൌ 	 ሺ୬	ା	ଵሻ
ሺౡ	శ	భሻ

୩	ା	ଵ
୬
୶	ୀ	ଵ  = 

୬!

ሺ୬ି୩ିଵሻ!ሺ୩	ା	ଵሻ
. 

Теперь имеем p(x) = хଵ 	൅	∑
ଵ

୩!
୫
୩	ୀ	ଵ ∆୩хଵxሺ୩ሻ, 

S୫ 	ൌ
	∑ x୨ 	ൌ 	∑ pሺxሻ 	ൌ 	n୬

୶	ୀ	ଵ
୬
୨	ୀ	ଵ xଵ 	൅

	∑ ଵ

୩!
୫
୩	ୀ	ଵ ∆୩хଵ	. ∑ xሺ୩ሻ 	ൌ 	 nхଵ 	൅	൅	∑

୬!

୩!ሺ୬ି୩ିଵሻ!ሺ୩	ା	ଵሻ
୫
୩	ୀ	ଵ ∆୩хଵ 	ൌ	୬

୶	ୀ	ଵ nхଵ 	൅

	∑ С୬୩	ା	ଵ∆୩хଵ
୫
୩	ୀ	ଵ . 

Теорема доказана. 
3. Суммирование степеней. Здесь мы разбираем способы нахождения 

S୫,୬ 	ൌ 	∑ k୫୬
୩	ୀ	ଵ . 

Эти суммы находят с помощью чисел и многочленов Бернулли [3], но результаты 
носят громоздкий характер. Суммы	S୫,୬ можно находить с помощью рекуррентных со-
отношений. 
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Теорема 4. Справедливо равенство S୫,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻሺౣ	శ	భሻିሺ୬	ା	ଵሻ

ሺ୫	ା	ଵሻ
െ 

ଵ

୫	ା	ଵ
∑ C୫	ା	ଵ

୨ S୨,୬.
୫ିଵ
୨	ୀ	ଵ  

Доказательство. Из равенства ሺх	 ൅ 	1ሻ୫	ା	ଵ െ	x୫ 	ൌ 	∑ С୫	ା	ଵ
୨ x୨୫

୨	ୀ	଴ 		суммировани-

ем в пределах от 1 до n получаем ሺn	 ൅ 	1ሻ୫	ା	ଵ െ 1	 ൌ 	∑ C୫	ା	ଵ
୨ ∑ x୨୬

୶	ୀ	ଵ
୫
୨	ୀ	଴ 	 или 

 ሺn	 ൅ 	1ሻሺ୫	ା	ଵሻ െ 1	 ൌ 	n	 ൅	∑ C୫	ା	ଵ
୨ S୨,୬.

୫
୨	ୀ	ଵ  

Из этого равенства выводим: (m + 1) 	S୫,୬  = ሺn	 ൅ 	1ሻ୫	ା	ଵ െ ሺn	 ൅ 	1ሻ െ 

∑ С୫	ା	ଵ
୨ S୨,୬,

୫ିଵ
୨	ୀ	ଵ  что совпадает с утверждением теоремы. 

В качестве примера найдем Sସ,୬ 	ൌ 	∑ kସ୬
୩	ୀ	ଵ . 

Сначала находим Sଵ,୬	,Sଶ,୬		и	Sଷ,୬: 

При m = 1 из теоремы 4 имеем: Sଵ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻమିሺ୬	ା	ଵሻ

ଶ
െ 

ሺ୬	ା	ଵሻ୬

ଶ
. 

Далее, Sଶ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻయିሺ୬	ା	ଵሻ

ଷ
െ 

ଵ

ଷ
 3Sଵ,୬ = 

ሺ୬	ା	ଵሻ୬ሺଶ୬	ା	ଵሻ

଺
, 

Sଷ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻరିሺ୬	ା	ଵሻ

ସ
െ 

ଵ

ସ
ሺ 4Sଵ,୬ 	൅ 	6Sଶ,୬ሻ = 

ሺ୬	ା	ଵሻమ୬మ

ସ
. 

Теперь по этой же теореме 4 имеем: 

Sସ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻఱିሺ୬	ା	ଵሻ

ହ
െ 

ଵ

ହ
ሺ 5Sଵ,୬ 	൅ 	10Sଶ,୬ 	൅ 	10Sଷ,୬ሻ. 

После преобразований получим: 

Sସ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻ୬ሺଶ୬	ା	ଵሻሺଷ୬మ	ା	ଷ୬ିଵሻ

ଷ଴
. 

Удобнее воспользоваться теоремой 3. Сначала надо вычислить ∆୩хଵ для k = 1, ..., m.  
Найдем Sସ,୬, т. е. m = 4. Составим таблицу: 
 

k kସ ∆ଵ ∆ଶ ∆ଷ ∆ସ 
1 1 15 50 60 24
2 16 65 110 84  
3 81 175 194  
4 256 369    
5 625  

По теореме 3 для x୬ 	ൌ 	nସ имеем: Sସ,୬ = n + 15c୬ଶ + 50c୬ଷ + 60c୬ସ + 24c୬ହ. 

После элементарных выкладок получится, что Sସ,୬ = 
ሺ୬	ା	ଵሻ୬ሺଶ୬	ା	ଵሻሺଷ୬మ	ା	ଷ୬ିଵሻ

ଷ଴
. 
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The article studies the properties of sequences of finite order and their connection with the 
known  circular sequence. The order of a finite sequence is determined. A method allowing to find the 
sum of any finite number of members of the sequence of order m in the first m + 1 members of this 
sequence. Thus, the algorithm of finding sums of finite order for any given sequence of numbers is 
determined in the article. 
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