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В работе приводится обобщение термодинамики в формализме производных дробного 

порядка, позволяющее учесть нелокальные эффекты в термодинамических процессах. Резуль-
таты традиционной термодинамики Карно, Клаузиуса и Гельмгольца получаются в частном 
случае, когда показатель производной дробного порядка равен единице. Учет нелокальных эф-
фектов в рамках традиционных подходов зачастую приводит к необходимости представления 
интегральных операторов получающихся уравнений в виде рядов дифференциальных операто-
ров с возрастающими показателем порядка дифференцирования. В отсутствии малого парамет-
ра, позволяющего ограничиться несколькими членами такого ряда, данный подход часто ока-
зывается непродуктивным. С другой стороны, переход от обычных производных к производ-
ным дробного порядка представляет собой один из естественных способов учета принципа ло-
кального неравновесия. Реализуя его на основе экспериментально измеренных значений P, V, T 
и полученного однопараметрического «фрактального» уравнения состояния, можно определить 
значение показателя производной дробного порядка  по термодинамическим параметрам и далее рас-
считать термодинамические характеристики, пользуясь полученными аналитическими выражениями. 

В работе нами получено однопараметрическое «фрактальное» уравнение состояния с уче-
том второго вириального коэффициента, на основе которого проведен расчет теплофизических 
параметров: энтропии S и изохорной теплоемкости СV для аргона при температуре T = 300 К в 
интервале давлений от 0,1 до 50 МПа. Результаты достаточно хорошо согласуются с табличны-
ми данными, что позволяет надеяться на перспективность предлагаемого метода для расчета 
термодинамических характеристик с использованием единственного параметра – показателя дробного 
порядка  по термодинамическому параметру, вычисленному из фрактального уравнения состояния.  

 

Ключевые слова: производная дробного порядка, фрактальное уравнение состояния, эн-
тропия, изохорная теплоемкость. 

 
Введение 

Одним из краеугольных камней традиционной статистической физики и термоди-
намики является гипотеза молекулярного хаоса, основывающаяся на постулировании 
близкодействия молекул и отсутствия «памяти» в актах столкновений частиц [1]. Тем 
не менее, существует достаточно большой круг физических систем, для которых дан-
ные условия не выполняются. К таким системам, в частности, относятся фрактальные и 
самоорганизующиеся структуры. Поэтому возникает необходимость обобщения тради-
ционной термодинамики Карно, Клаузиуса и Гельмгольца для равновесной термодина-
мики. Можно выделить два основных направления такого обобщения. В основе первого 
лежит использование принципа максимума энтропии, впервые предложенного Джейн-
сом [2]. Принцип максимума энтропии, исходя из выражения энтропии Больцмана–
Гиббса–Шеннона, приводит к каноническому экспоненциальному распределению. Для 
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получения класса неканонических степенных распределений обычно исходят из обоб-
щенных выражений для энтропии.  

Второе направление обобщения неравновесной термодинамики основано на кон-
цепции фрактала [3, 4]. Характерная черта веществ с фрактальной структурой состоит в 
невыполнении принципа локального равновесия [5]. Фундаментальной физической 
причиной необходимости учета нелокальных эффектов в сложных системах является 
особенность природы спектра характерных времен релаксаций неравновесного состоя-
ния к равновесному состоянию, приводящая к медленной релаксации корреляционных 
связей, когда многочастичные функции распределения не распадаются на произведения 
одночастичных функций распределения. В результате нарушаются условия выполнения 
принципа локального равновесия, традиционные методы «сокращенного» описания в 
статистической физике становятся непригодными, и поэтому необходимо исходить из 
принципа локального неравновесия.  

Учет нелокальных эффектов в рамках традиционных подходов приводит к появ-
лению в дифференциальных уравнениях интегрального оператора, ядро которого несет 
информацию о природе нелокальности. Для решения таких уравнений интегральные 
операторы представляются в виде ряда дифференциальных операторов с возрастающи-
ми показателями порядка дифференцирования, которые при наличии малого параметра 
ограничиваются несколькими членами ряда. В отсутствии малого параметра такой под-
ход оказывается непродуктивным, кроме того, полученные уравнения также не всегда 
удаётся решить.  

Посредством производных дробного порядка [7–13] реализуется новый подход в 
теории нелокальных дифференциальных уравнений. В частности, численным методам 
решения краевых задач для дифференциальных уравнений дробного порядка посвяще-
ны работы [14, 15].  

В наших недавних работах [16–19] продемонстрировано, что, исходя из выраже-
ния для статистической суммы, можно вывести однопараметрическое уравнение состо-
яния и получить аналитические выражения для термодинамических характеристик ве-
щества. В настоящей работе предлагаемый подход применен к расчетам термодинами-
ческих характеристик аргона.  

 

1. Равновесная термодинамика в дробном исчислении 
Преобразование Лежандра для пары термодинамических переменных, например, 

для T, S, имеет вид: 
SdTTdSTSd )(      (1) 

Для обобщения выражения (1) на случай производных дробного порядка исходим 
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статьи [16]). Для xyyxL ),(  при Tx  , Sy  , а также принимая во внимание результат 
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Аналогично основное термодинамическое соотношение – второе начало термоди-

намики: TdSPdVdE   может быть приведено к виду:  
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Для полного дробного дифференциала потенциала Гельмгольца TdSPdVdF   
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Соотношения (4)–(7) при 1  переходят в известные соотношения Максвелла для 
традиционной равновесной термодинамики. В дальнейшем для удобства будем исполь-
зовать следующее обозначение для производных по термодинамическим параметрам: 
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которое также при 1  очевидно совпадает с обычным вириальным уравнением со-
стояния и представляет собой «фрактальное» уравнение состояния с учетом второго 

вириального коэффициента. Здесь )(x  – пси-функция Эйлера: 
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Для энтропии исходим из (3), где, подставляя выражение для потенциала Гельм-
гольца и рассчитывая его частную производную по температуре как: 
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проведя расчеты, аналогичные сделанным при выводе уравнения состояния, имеем: 
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2. Расчет теплофизических характеристик 
Наличие нового параметра  в уравнении состояния, смысл которого заключается 

в возможности учета сложной природы потенциала взаимодействия между частицами, 
позволяет расширить область применимости фрактального уравнения состояния. Для 
удобства сравнения перепишем полученные уравнения (5)–(6) в соответствии с едини-
цами измерения справочных данных: 
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Для изохорной теплоемкости, исходя из обобщенного соотношения 
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В выражениях (7)–(9) P – давление, Па; ρ – плотность, кг/м3;  
RГ = 208,131 Дж/(кг·К) – удельная газовая постоянная; М = 39,948·10–3 кг/моль – мо-
лярная масса неона; T – температура, К; NA = 6,02214·1023 моль–1 – постоянная Авогад-
ро; m = 6,633521·10–26 кг – масса атома аргона; k = 1,3806·10–23 Дж·с – постоянная Боль-

цмана; ħ = 1,05457·10–34 Дж·с – постоянная Планка; 
kT

a
bTB )(  – второй вириальный 

коэффициент (для T = 1000 K B = 5,507·10–4 м3/кг), а и b – постоянные Ван-дер-Ваальса, 

227b

a
Pc   = 4,86·106 Па – критическое давление, e = 2,71828 … – экспонента.  

 

Таблица. Расчетные и табличные [20] значения энтропии и изохорной  
теплоемкости CV для Ar, T = 300 K 

 

P, 
МПа 

ρ [20], кг/м3  α 
S [20], 

кДж/(кг·К)
S, 

кДж/(кг·К)
CV [20], 

кДж/(кг·К) 
CV, 

кДж/(кг·К)
10 46,88 0,9999 3,545 3,54460 0,314 0,312207
20 91,48 0,9999 3,398 3,39758 0,316 0,312254
30 133,89 0,9998 3,311 3,31059 0,317 0,312777 
40 174,23 0,9995 3,249 3,24879 0,319 0,313365
50 212,61 0,9990 3,201 3,20055 0,320 0,314977 

 

Сравнение рассчитанных по формулам (7)–(9) и табличных значений этих величин для 
давлений от 1 до 50 МПа для аргона вместе с соответствующей плотностью газа при 
температуре 300 K приведено в таблице 1. 

Работа частично поддержана грантом РФФИ, проект № 16-08-00067.  
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Заключение 
Таким образом установлено, что из обобщения равновесной термодинамики на 

случай производных дробного порядка можно вывести однопараметрическое уравнение 
состояния и на его основании получить аналитические выражения для термодинамиче-
ских характеристик вещества. Как показывают проведенные нами расчеты для аргона 
при комнатной температуре, результаты удовлетворительно соответствуют экспери-
ментально измеренным данным. 
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The paper provides a generalization of thermodynamics in formalism of fractional order deriva-
tives, allowing to take into consideration non-local effects in thermodynamic processes. The results of 
traditional thermodynamics Carnot, Clausius and Helmholtz can be considered as a particular case, 
when the rate of fractional order derivative is equal to one. Taking into account non-local effects with-
in the traditional approach often leads to the need for representation of integral operators of the result-
ing equations in the form of a series of differential operators with increasing index of the differentia-
tion order. With the absence of a small parameter, allowing to limit a number of terms of such series, 
the given approach is often counterproductive. On the other hand, the transition from conventional 
derivatives to fractional order derivatives is one of the natural ways to account the principle of local 
imbalances. By implementing it on the basis of experimentally measured values of P, V, T, and the 
resulting one-parameter "fractal" equation of state, it is possible to determine the value of the property 
of fractional derivative on the thermodynamic parameters() and then to calculate the thermodynamic 
characteristics using analytical expressions. 

Here we’ve received a one-parameter "fractal" equation of state based on the second virial coef-
ficient, from which we’ve calculated entropy S and isochoric heat capacity CV for argon at T=300 K in 
the pressure ranging from 0,1 to 50 MPa. The results conform with the tabular data, giving hope for 
the prospects of calculating the thermodynamic characteristics method using a single parameter: the 
indicator of fractional order  on the thermodynamic parameters calculated from the fractal equation 
of state. 
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