
АлиевМ.С. Свойства полиномов по одной системе функций 
 

Вестник Дагестанского государственного университета.  
Серия 1. Естественные науки. 2016. Том. 31. Вып. 2   

41 

УДК 517.512  
 

М.С. Алиев 
 

Свойства полиномов по одной системе функций 
 

Дагестанский государственный университет; Россия, Республика Дагестан, 
367001, г. Махачкала ул. М. Гаджиева, 43а;aliev.mingazhudin@yandex.ru 

 
Известно, что для любых k различных точек количеством не более фиксированногоn су-

ществует полином по степеням x от 0 до n, который меняет свой знак в этих точках. 
В данной заметке рассматриваются на отрезке [–1,1] системы алгебраических степеней, в 

которых две первые функции 1 и х заменены одной х–1.Доказывается, что по этой системе су-
ществует полином:1) обращающийся в нуль в любых k точках количеством не более n–2 про-
межутка [–1,1]; 2) меняющий знак в любых таких же k отличных от нуля точках промежутка 
[–1,1]; 3) меняющий знак в любых k количеством не более n–4 в точках промежутка[–1,1]. 

Доказательство основывается на лемме: в каждом определителе порядка n, равного 0, все 
миноры n-1 порядка по первым n–1 столбцам отличны от нуля и одного знака.  

 

Ключевые слова: определитель, перемена знака полинома, нули полинома, число перемен 
знака. 

 
В данной статье изучаются некоторые свойства системы функций ݔ െ 1, ,ଶݔ … ,  ,௡ݔ

заданных на [–1,1]. Обозначим 

௡ܦ 	ൌ ,ଵݔሺܦ	 ,ଶݔ … , ௡ሻݔ 	ൌ 	 ተተ

ଵݔ െ ଵݔ	1
ଶ ଵݔ	…	

௡

ଶݔ െ ଶݔ	1
ଶ ଵݔ	…	

௡

………………… .
௡ݔ െ ௡ଶݔ1 ௡௡ݔ	…	

ተተ 	ൌ	 

	ൌ 	∏ ൫ݔ௝ െ ௜൯ଵஸ௜ழ௝ஸ௡ݔ ሾݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ݔ െ ∑ ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௜௡ିଵ௡ିଵݔ ሿ, 
где слагаемые под знаком суммы суть всевозможные сочетания по ݊ െ 1 элементам из 
,ଵݔ ,ଶݔ …  .௡ݔ

Лемма. Если для некоторой системы точек െ1 ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ݔ ൑ 1 опреде-
литель ܦ௡ 	ൌ 	0, товсе миноры ܦ௡ିଵ

௥ 	ൌ ,ଵݔሺܦ	 ,ଶݔ … , ,௥ିଵݔ ,௥ାଵݔ … , ,௡ሻݔ 	ݎ ൌ 	1, 2, … , ݊ по 
первым n–1 столбцам отличны от нуля и одного знака. 

Доказательство. 
Пустьܦ௡ିଵ

ଵ 	ൌ ,ଶݔሺܦ	 … , ௡ሻݔ 	ൌ 	∏ ሾݔଶ, ,ଷݔ … , ௡ݔ െ െ∑ ,௜ଵݔ … , ௜௡ିଶ௡ିଵݔ ሿଵ
௡ିଵ и	 ൌ

,ଵݔሺܦ	 ,ଷݔ … ௡ሻݔ 	ൌ 	∏ ሾݔଵ, ,ଷݔ … , ௡ݔ െ ∑ ,௜ଵݔ … , ௜௡ିଶ௡ିଵݔ ሿଶ
௡ିଵ имеют противоположные зна-

ки. Имеем ܦ௡ିଵ
ଵ ∙ ௡ିଵܦ

ଶ 	ൌ 	∏ ∙ଵ
௡ିଵ ∏ ∙ଶ

௡ିଵ ሾݔଷ, … , ௡ܦ	௡ݔ െ െݔଷܦ௡ െ ௡ܦସݔ െ⋯െ ௡ܦ௡ݔ ൅
ଷݔ
ଶݔସ

ଶ ௡ଶሿݔ… 	ൌ 	∏ ∙ଵ
௡ିଵ ∏ ∙ଶ

௡ିଵ ሺ0 ൅ ଷݔ
ଶݔସ

ଶ ௡ଶሻݔ… ൒ 0 вопреки предположению. 
Если предположить, что ܦ௡ିଵ

ଵ ∙ ௡ିଵܦ
ଶ 	ൌ 	0, то одна из точекݔ௜ 	ൌ 	0		

ሺ݅	 ൌ 	3, 4, … , ݊ሻ. Пусть ݔଷ 	ൌ 	0. Тогдаܦ௡ 	ൌ ,ଵݔሺܦ	 ,ଶݔ 0, ,ସݔ … , ௡ሻݔ 	ൌ 	െ1 ∙ ଵݔ
ଶ ∙ ଶݔ

ଶ ∙ ସݔ ∙
௡ଶݔ ∙ ∏൫ݔ௝ െ ௜൯ݔ 	ൌ 	0. Следовательно, еще одна из точек ݔ௜	ሺ݅ ് 3ሻ равна нулю, что не-
возможно при условии െ1 ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ݔ ൑ 1. 

Пусть െ1	 ൌ ଴ݔ	 ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ିଶݔ ൑ 1	 ൌ  ௡ିଵпроизвольные точки отрезкаݔ	
௡ିଶݔ ,[1,1-] ൏ ଵݕ ൏ ଶݕ ൑ 1	при ݔ௡ିଶ ൏ 1	и ݔ௡ିଷ ൏ ଵݕ ൏ ଶݕ ൏ ௡ିଶݔ 	ൌ 	1. 

Рассмотрим обобщенные полиномы-определители  
ሻݔଵሺܦ 	ൌ ଵݔሺܦ	 ,ଵݕ௡ିଶݔ… ,ሻݔ ሻݔଶሺܦ 	ൌ ଵݔሺܦ	 ,ሻݔଶݕ௡ିଶݔ… ଶሻݕଵሺܦ ് 0. 

ଵܧ 	ൌ 	 ൛ݔหܦ݊݃݅ݏଵሺݔሻ 	ൌ ሻݔଶሺܦ݊݃݅ݏ	 	ൌ 	 ሺെ1ሻ௜	при	ݔ ∈ ሺݔ௡ି௜, ,௡ି௜ାଵሻݔ ݅	 ൌ 	2, . . ݊ൟ 
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ଶܧ 	ൌ 	 ൛ݔหܦ݊݃݅ݏሺݔሻ 	ൌ ሻݔଶሺܦ݊݃݅ݏ	 	ൌ 	 ሺെ1ሻ௜ାଵ		при	ݔ ∈ ሺݔ௡ି௜, ,௡ି௜ାଵሻݔ ݅	 ൌ 	2, . . ݊ൟ 
Теорема 1. Еслиܦଶሺݕଵሻ 	ൌ 	െܦଵሺݕଶሻ ൐ 0, то: 
а) при ݔ௡ିଶ ൏ ଵݕ ൏ ଶݕ ൑  ሻ неݔଶሺܦ ଶ, аܧ ሻне обращается в нуль на множествеݔଵሺܦ1

обращается в нуль на множестве ܧଵ; 
б) при ݔ௡ିଷ ൏ ଵݕ ൏ ଶݕ ൏  ሻݔଶሺܦ ଵ, аܧ ሻне обращается в нуль на множествеݔଵሺܦ௡ିଶݔ

на ܧଶ. 
Приܦଶሺݕଵሻ 	ൌ 	െܦଵሺݕଶሻ ൏ 0	в а) и б) ܧଵ и ܧଶ меняются местами. 
Для доказательства воспользуемся соотношениями для определителей [7] 

ଵݔሺܦ ሻݔଶሺܦ	௡ିଶܼሻݔ… െ ଵݔሺܦ ଵݔሺܦ	ଶሻݕ௡ିଶݔ… ሻݔݖ௡ିଶݔ… 	ൌ
ଵݔሺܦ	 ଵݔሺ	ܦሻ,(1)ݖଶሺܦሻݔ௡ିଶݔ… ሻݔଵሺܦ		௡ିଶܼሻݔ… െ ଵݔሺܦ	 ଵݔሺ		ܦ	ଵሻݕ௡ିଶݔ… ሻݔ௡ିଶܼݔ… 	ൌ
ଵݔሺ	ܦ	  ሻ.     (2)ݖଵሺܦሻݔ௡ିଶݔ…

Пусть ܦଶሺݕଵሻ ൐ 0, ሻݖଵሺܦ 	ൌ 	0		и	ݖ ∈ ଶܧ ∩ ሺݔ௡ି௞, 	ሺ݇	௡ି௞ାଵሻݔ ൌ 	2, … , ݊ሻ. 
Из равенства (1), положив ݔ	 ൌ   ଵ, получимݕ	
ଵݔሺ	ܦ ଵሻݕଶሺܦ		௡ିଶܼሻݔ… െ 0	 ൌ ଵݔሺܦ	  ሻ.    (3)ݖଶሺܦଵሻݕ௡ିଶݔ…
Учитывая ݃݊݅ݏ	ܦଶሺݕଵሻ 	ൌ 	൅1, ሻݖଶሺܦ	݃݊݅ݏ 	ൌ 	 ሺെ1ሻ௞ାଵ, ଵݔሺܦ	݃݊݅ݏ ሻݖ௡ିଶݔ… 	ൌ	

ൌ 	 ሺെ1ሻ௞	݃݊݅ݏ	ܦሺݔଵ ௡ି௞ା௜ݔ	ݖ௡ି௞ݔ… ଵሻݕଵሺܦ ௡ିଶሻ, получаем противоречие: вݔ… 	ൌ
	േܦሺݔଵ ௡ି௞ା௜ݔ	ݖ௡ି௞ݔ… … ଵሻݕ௡ିଶݔ 	ൌ 	0миноры по первым n–1 столбцам не одного знака. 

Если 		ܦଵሺݕଶሻ ൏ 0 и ܦଶሺݖሻ 	ൌ 	0, ݖ ∈ ,ܧ ∩ ሺݔ௡ି௞, 	ݔ ௡ି௞ାଵሻ, то, положив в (2)ݔ ൌ
ଵݔሺܦ ଶ, получимݕ	 … . ଶሻݕଵሺܦ	ሻݖ௡ିଶݔ െ 0	 ൌ ଵݔሺܦ	  ሻ, т.е. опять получимݖଵሺܦଶሻݕ௡ିଶݔ…
противоречие. 

В случае б) равенство (3) примет вид: 
ଵݔሺܦ ଵሻݕଶሺܦ	ሻݖ௡ିଶݔ… െ 0	 ൌ 	െܦሺݔଵ  .ሻݖଶሺܦ௡ିଶሻݔଵݕ௡ିଷݔ…
Рассмотрим полином ܦሺܿ, ሻݔ 	ൌ 	 ܿଵܦଵሺݔሻ െ ܿଶܦଶሺݔሻ. 
Лемма 2. Если ܦሺܿ, ሻݖ 	ൌ 	0, то ܦሺܿ, ሻݔ 	ൌ ଵݔሺܦ݌	  .ሻݔݖ௡ିଶݔ…
Из ܦሺܿ, ሻݖ 	ൌ 	 ܿଵܦଵሺݖሻ െ ܿଶܦଶሺݖሻ 	ൌ 	0 ввиду линейной зависимости 

строкܦሺܿ, ሻݖ 	ൌ 	0 следует 

߮௜ሺݖሻ 	ൌ 	෍ߙ௝߮௜൫ݔ௝൯ ൅ ଵሻݕ൫ܿଵ߮௜ሺݍ െ ܿଶ߮௜ ∙ ሺݕଶሻ൯, ݅	 ൌ 	1, 2, …݊.

௡ିଶ

௝ିଵ

 

Подставляя в ܦሺݔଵ ଵݔሺܦ ሻ, получимݖሻстроку ߮௜ሺݔݖ௡ିଶݔ… ሻݔݖ௡ିଶݔ… 	ൌ		
ൌ ሻݔଵሺܦ൫ܿଵݍ െ	ܿଶܦଶሺݔሻ൯ 	ൌ ,ሺܿܦݍ	  .ሻݔ

Здесь q് 0, иначе минор ܦሺݔଵ ሻݖ௡ି௭ݔ… 	ൌ 	0			в определителе	ܦሺݔଵ ሻݔݖ௡ିଶݔ… 	ൌ 	0. 
Значит, 

,ሺܿܦ ሻݔ 	ൌ ଵݔሺܦ݌	  ,ሻݔݖ௡ିଶݔ…
гдеp = 1/q. Лемма доказана. 

Теорема 2. Полином ܦሺܿ, ଵሻݖ 	ൌ 	 ܿଵܦଵሺݔሻ െ ܿଶܦଶሺݔሻне может обратиться в нуль 
одновременно в точках ݖଵ ∈ ଶݖ ଵиܧ ∈  .ଶܧ

Доказательство. Пусть ܦሺܿ, ଵሻݖ 	ൌ ,ሺܿܦ	 ଶሻݖ 	ൌ 	0. 
По лемме 2 из ܦሺܿ, ଵሻݖ 	ൌ 	0 следует, что ܦሺܿ, ሻݔ 	ൌ 	 ଵݔሺܦଵߛ  ሻ, а изݔଵݖ௡ିଶݔ…

,ሺܿܦ ଶሻݖ 	ൌ 	0 следует, чтоܦሺܿ, ଶሻݖ 	ൌ ଵݔሺܦଵߛ	 ଶሻݖଵݖ௡ିଶݔ… 	ൌ 	0. 
По равенству (1) получим 

ଵݔሺܦ						 ሻݔଶሺܦଵሻݖ௡ିଶݔ… െ ଵݔሺܦ ଵݔሺܦଶሻݕ௡ିଶݔ… ሻݔଵݖ௡ିଶݔ… 	ൌ	ൌ ଵݔሺܦ	  .ଵሻݖଶሺܦሻݔ௡ିଶݔ…
Полагая в этом равенстве ݔ	 ൌ 	  ଶ, получимݖ
ଵݔሺܦ ଶሻݖଶሺܦଵሻݖ௡ିଶݔ… 	ൌ ଵݔሺܦ	  ଵሻ.     (4)ݖଶሺܦଶሻݖ௡ିଶݔ…
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Если ݖଵ ∈ ଶܧ ∩ ሺݔ௡ି௞, ଵሻݖଶሺܦ݊݃݅ݏ .௡ି௞ାଵሻ, т.еݔ 	ൌ 	 ሺെ1ሻ௞ାଵ,	 
ଶݖ ∈ ଵܧ ∩ ሺݔ௡ି௜, ଶሻݖଶሺܦ݊݃݅ݏ .௡ି௜ାଵሻ, т.еݔ 	ൌ 	 ሺെ1ሻ௜, то в (4) имеем 

ሺെ1ሻ௞ܦሺݔଵ ௡ି௞ାଵݔଵݖ௡ି௞ݔ… |ଶሻݖଶሺܦ|௡ିଶሻሺെ1ሻ௜ݔ… 	ൌ
	ሺെ1ሻ௜ܦሺݔଵ ௡ି௜ାଵݔଶݖ௡ି௜ݔ…  .|ଵሻݖଶሺܦ|௡ିଶሻሺെ1ሻ௞ାଵݔ…

Получили противоречие. 
Теорема 3. По системе функций ݔ െ 1, ,ଶݔ … , -௡на [–1, 1] для любого набора тоݔ

чек െ1 ൑ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ⋯ ൏ ௡ିଶݔ ൑ 1 существует полином-определитель, обращающийся 
в нуль только в этих точках [–1, 1]. 

Доказательство. При ܿଵ ൐ 0, 	ܿଶ ൐ 0				полином				ܦሺܿ, ሻݔ 	ൌ 	 ܿଵܦଵሺݔሻ െ
െܿଶܦଶሺݔሻможет обратиться в нуль только на ܧଵ или ܧଶ. Если ܦሺ1, ሻݔ 	ൌ ሻݔଵሺܦ	 െ
,ଵݔ ሻобращается в нуль только в точкахݔଶሺܦ ,ଶݔ … ,  .௡ିଶ, то он искомыйݔ

Пусть приܦଶሺݕଵሻ ൐ ௡ିଶݔ,0 ൏ ଵݕ ൏ ଶݕ ൑ 1	полином			ܦሺ1,  ሻобращается в нуль наݔ
 .ଶܧ

По теореме 1				ܦଵሺݔሻ ് 0		на	ܧଶ. В ܦሺܿଵݔሻ 	ൌ 	 ܿଵܦଵሺݔሻ െ  ሻбудем увеличиватьݔଶሺܦ
ܿଵ до тех пор, пока ܿଵܦଵሺݔሻ െ ሻݔଶሺܦ ് 0			на ܧଶ. 

При этом по теореме 2 нули на ܧଵ не должны появиться. Если при тех же данных 
,ሺ1ܦ ,ሺܿܦଵ, то в равенствеܧ ሻ обращается в нуль наݔ ሻݔ 	ൌ ሻݔଵሺܦ	 െ ܿଶܦଶሺݔሻбудем 
уменьшать ܿଶ так, чтобы 	ܦሺܿଶݔሻ ് 0	на ܧଵ. 

При других условиях на знаки ܦଵሺݔሻ, ,ଵݕ ሻи расположения точекݔଶሺܦ -ଶрассуждеݕ
ния аналогичны. 

Пример 1.Пусть n = 4. Рассмотрим системуݔ െ 1, ,ଶݔ ,ଷݔ 	точки	и	ସݔ

ଵݔ 	ൌ 	െ
ଵ

ଶ
, ଶݔ 	ൌ 	0, ଵݕ 	ൌ 	

ଵ

ସ
, ଶݕ 	ൌ 	

ଵ

ଶ
. 

Тогда 

ሻݔଵሺܦ 	ൌ ܦ	 ቀെ ଵ

ଶ
	0 ଵ

ସ
ቁݔ 	ൌ 	 ቀݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ݔ ቀݔ െ ଵ

ସ
ቁ ଵ
ଶ

ଷ

ସ

ଵ

ଶ
ቂ0 ൅ ଵ

଼
ቃݔ 	ൌ 	 ଷ

ଶହ଺
ሺݔ ൅ ଵ

ଶ
ሻሺݔ െ ଵ

ସ
ሻݔଶ, 

ሻݔଶሺܦ 	ൌ ܦ	 ቀെ ଵ

ଶ
	0 ଵ

ଶ
ቁݔ 	ൌ 	 ଵ

ଵ଺
ቀݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ଶݔ ቀݔ െ ଵ

ଶ
ቁ, 

,ሺ1ܦ ሻݔ 	ൌ ሻݔଵሺܦ	 െ ሻݔଶሺܦ 	ൌ 	
ଵ

ଵ଺
ቀݔ െ ଵ

ଶ
ቁ ଶݔ ቂ ଷ

ଵ଺
ቀݔ െ ଵ

ସ
ቁ െ ሺݔ െ ଵ

ଶ
ቃ 	ൌ 	0при 

ଵݔ 	ൌ 	െ
1
2
, ଶݔ 	ൌ 	0, ଷݔ 	ൌ 	

29
52

∈ ሾെ1, 1ሿ. 

Так как ܦଶሺݕଵሻ 	ൌ 	െ
ଷ

ଵ଺ଷ
൏ 0,		уменьшаем ܿଶв		ܦሺܿ, ሻи при ܿଶݔ 	ൌ 	

ଵ

ସ
 получим 

ଷ

ଵ଺
ቀݔ െ ଵ

ସ
ቁ െ ଵ

ସ
ቀݔ െ ଵ

ଶ
ቁ 	ൌ 	0, ଷݔ 	ൌ 	

ହ

ସ
∉		[–1, 1]. 

Пример 2.Пусть теперь ݊	 ൌ 	4	и	пусть				ݔଵ 	ൌ 	െ
ଵ

ଶ
, ଶݔ 	ൌ 	െ

ଵ

ସ
, ଵݕ 	ൌ 	0, ଶݕ 	ൌ 	

ଵ

ଶ
. То-

гдаܦଵሺݔሻ 	ൌ ܦ	 ቀെ ଵ

ଶ
െ ଵ

ସ
ቁݔ 	ൌ 	െ ଵ

ଶହ଺
ቀݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ ൅ ଵ

ସ
ቁ  ,ଶݔ

ሻݔଶሺܦ 	ൌ 	
ଷ

ହଵଶ
ቀݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ ൅ ଵ

ସ
ቁ ሺ10ݔଶ െ ݔ7 ൅ 1ሻ, 

,ሺ1ܦ ሻݔ 	ൌ ሻݔଵሺܦ	 െ ሻݔଶሺܦ 	ൌ 	
1
512

൬ݔ ൅
1
2
൰ ൬ݔ ൅

1
4
൰ ሾെ2ݔଶ െ ሺ30ݔଶ െ ݔ27 ൅ 3ሻሿ 	ൌ 	0, 

ସ	ଷ,ݔ								 	ൌ 	
21 േ √57

64
∈ ሾെ1, 1ሿ. 
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ଶሺ0ሻܦ 	ൌ 	
ଷ

ଵ଺ଷ
൐ 0						и		увеличиваем	ܿଵ. Приܿଵ 	ൌ 	5	получим полином 

,ሺܿܦ ሻݔ 	ൌ ሻݔଵሺܦ5	 െ ሻݔଶሺܦ 	ൌ 	
ଵ

ଵହଶ
ቀݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ ൅ ଵ

ସ
ቁ ሾെ40ݔଶ ൅ ݔ21 െ 3ሿ, 

меняющий свой знак на [–1, 1] только в точках െଵ

ଶ
		и	 െ ଵ

ସ
. 

Теорема4. По системе функций ݔ െ 1, ,ଶݔ … ,   :௡ существует полиномݔ
1) меняющий свой знак в любых ݊ െ 2, не равных нулю точках [–1, 1]; 
2) меняющий свой знак в любых ݊ െ 4 точках [–1, 1]; 
3) не обращающийся в нуль на [–1, 1]. 
Доказательство. По теореме 3 мы получим полином, меняющий свой знак в точ-

ках ሼݔ௜ሽ௜	ୀ	ଵ
௡ିଶ . Чтобы найти полином, меняющий свой знак в точках ሼݔ௜ሽ௜	ୀ	ଵ

௞ 		ሺ1 ൑ ݇ ൑ ݊ െ
2ሻ, берем ݇ ൅ 2 первые функции нашей системы и повторяем предыдущие рассужде-
ния. 

Пусть ܦሺܿ଴, ௜ݔሻ меняет знак в ሼݔ ് 0ሽ௜
௞ 	ൌ 	1, ݇ ൑ ݊ െ 5. При этом задействованы 

первые ݇ ൅ 2 функции из ݔ െ 1, ,ଶݔ …  .௡ିଷݔ
Полином ܦሺܿ଴, ሻݔ ∙ ݇ ଷменяет знак вݔ ൅ 1 точках ݔଵ, ,ଶݔ … , ,௞ݔ 0. 
Полином ܿଵݔଶ ൅ ܿଶሺݔ െ 1ሻ 	ൌ 	 ܿଵݔଶ ൅ ܿଶݔ െ ܿଶне обращается в нуль при ܿଶ

ଶ ൅
4ܿଵܿଶ ൏ 0. 
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It is known that for K distinct points to no more than a fixed n, there is a polynomial in degrees 

x, from 0 to n, changing its sign in these points.  
The article focuses on the analysis of [-1.1] algebraic system of degrees, where the first two 

functions 1 and x are replaced by a single x-1. It is proved that, according to the given system one can 
single out a polynomial: a) going to zero at any K point to no more than n-2 interval [-1,1]; b) chang-
ing its sign at any similar k points different from zero pixels interval [-1.1]; c) changing its sign at any 
k point with the number of no more than n-4 points interval [-1,1]. 

The proof is based on the lemma: in any determinant of order n, equal to 0, all the subdetermi-
nants of n-1 order are not equal to zero and 1 sign in the first column.  
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