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Вопросы усреднения и G-сходимости недивергентных эллиптических операторов второго 

порядка хорошо изучены. При выполнении условия Кордеса (условие конуса) класс таких опе-
раторов G-компактен. Для уравнений на плоскости условие Кордеса не требуется – оно есть 
следствие условия равномерной эллиптичности.  

В работе изучены вопросы усреднения недивергентного эллиптического оператора вто-
рого порядка в области на плоскости, когда коэффициенты локально периодичны по одной из 
переменных, т. е. все коэффициенты вида ܽ(ݔଵ, ,ଵݔଵିߝ	)ܽ ଶ) (или видаݔଵିߝ -ଶ)), где ܽ – периоݔ
дическая функция с периодом T по ݔଵ (по ݔଶ) и периодом ߝT по ݔଶ (по ݔଵ), ߝ > 0 – малый пара-
метр. Доказаны теоремы усреднения. 

 
Ключевые слова: усреднение, G-сходимость, недивергентные эллиптические уравнения. 
 
Вопросы G-сходимости и усреднения дифференциальных операторов возникают 

при изучении физических процессов, происходящих в сильно неоднородных средах пе-
риодической или иной упорядоченной структуры. Интересные результаты по усредне-
нию дифференциальных уравнений получены в последние годы в работах [1–8]. Опи-
сание таких процессов в сильно неоднородных средах приводит к дифференциальным 
уравнениям с сильно осциллирующими коэффициентами. Так как коэффициенты таких 
уравнений вида ܽ	(ିߝଵݔ), где ߝ  – малый параметр, ߝ > 0, эти уравнения невозможно 
решить даже численными методами, используя современную вычислительную технику. 
Поэтому механики и физики заменяют такую среду на так называемую эффективную 
среду. Математической моделью эффективной среды является усредненный оператор. 
Коэффициенты усредненного оператора постоянны, если среда имеет периодическую 
структуру по всем направлениям. Если же среда имеет периодическую структуру толь-
ко по части направлений, возникают усредненные уравнения, коэффициенты которых 
постоянны только по части переменных.  

В работе рассматриваются вопросы усреднения недивергентных эллиптических 
операторов на плоскости по одной из переменных. 

В работе будем придерживаться следующих обозначений: ℝଶ – обычное двухмер-
ное эвклидово пространство (плоскость) со скалярным произведением 
ݔ ∙ 	ݕ = 	 ଵݕଵݔ + ,ଶݕଶݔ ,ݔ ݕ ∈ ℝଶ, 	ݔ = 	 ,ଵݔ) ,(ଶݔ	 	ݕ = 	 ,ଵݕ) ;(ଶݕ	  ܳ ⊂ ℝଶ  – ограниченная 
односвязная выпуклая область плоскости с гладкой границей; ܥ଴ஶ(ܳ) – множество бес-

                                                             
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 16-01-00508).  
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конечно дифференцируемых функций с компактными носителями из ܳ. ܮଶ(ܳ) – про-
странство Лебега. ଶܹ

௞(ܳ), ݇ ∈ ܰ – пространства Соболева; пространства ܮଶ(ܳ), ଶܹ
ଶ(ܳ) – 

гильбертовы пространства; ଶܹ,଴
ଶ (ܳ) – подпространство пространства Соболева ଶܹ

ଶ(ܳ), 
полученное пополнением множества гладких функций, равных нулю на границе, по норме 
пространства ଶܹ

ଶ(ܳ) . Выражение ‖ݑ‖ௐమ,బమ (ொ) 	= 	∫ ଶொ|ݑ∆| ,ݔ݀  где ∆ݑ	 = 	 డ
మ௨

డ௫భమ
+ డమ௨

డ௫మమ
	−  опе-

ратор Лапласа, задает в ଶܹ,଴
ଶ (ܳ)  норму, эквивалентную норме пространства ଶܹ

ଶ(ܳ) 
(см. [9]). В дальнейшем ଶܹ,଴

ଶ (ܳ) считаем наделенным этой нормой. Кроме того, ଶܹ,଴
ଶ (ܳ) 

– гильбертово пространство относительно скалярного произведения 

,ݑ) ௐమ,బమ(ݒ (ொ) 	= 	න ݑ∆
ொ

	ݔ݀	ݒ∆ = 	 ,ݑ∆) ,	௅మ(ொ)(ݒ∆ ,ݑ ݒ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ). 

〈݂〉  – среднее значение периодической (периода T ≠ 0 ) функции, т. е. 	
〈݂〉 	= 	 ଵ

୘
	∫ ୘(ݐ)݂
଴ ,ݔ)݂ Если функция ݂ зависит еще от одного параметра, например .ݐ݀  ,(ݐ

то тогда мы будем применять обозначение 〈݂	(ݔ, ௧〈(ݐ , которое означает, что среднее 
значение берется по ݐ . Как известно, если ݂(ݔ, (ݐ  – непрерывная на всей плоскости 
функция двух переменных ݔ и ݐ, периодическая по второй переменной, то тогда имеет 
место слабая сходимость ݂(ݔ, (ݐ	ଵିߝ ⇀ ,ݔ)݂〉 ,(ݐ 〉௧, т. е. 

lim
ఌ→଴	

න ,ݔ)݂ (ݐ	ଵିߝ
ொ

,ݔ)߮ 	ݐ݀	ݔ݀(ݐ = 	 න〈݂	(ݔ, ௧〈(ݐ
ொ

,ݔ)߮ ,ݐ݀	ݔ݀(ݐ ∀߮ ∈  ,(ܳ)଴ஶܥ

где ܳ – любая область плоскости (ݔ, -знак слабой сходимости в соответствую – ⇀ ,(ݐ
щем пространстве.  

 
§ 1. Формулировка результатов 

В первом пункте второго параграфа рассмотрена задача Дирихле 

ቊ
ఌݑఌܣ ≡ ∑ ܽ௜௝ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ ,ଵݔ) (ଶݔଵିߝ 	= 	݂ ∈ ,(ܳ)ଶܮ
ఌݑ ∈ ଶܹ,଴

ଶ (ܳ),			
		 (1.1) 

где 0 < ߝ < 1 ߝ ,  – малый параметр; ܳ  – ограниченная выпуклая область с гладкой 
(класса ܥଶାఈ ) границей; матрица ܽ	 = 	 ൛ܽ௜௝(ݔଵ, -ଶ)ൟ коэффициентов – симметричеݔଵିߝ
ская матрица, периодическая (периода ߝT, T > 0) по переменной ݔଶ и удовлетворяющая 
условию равномерной эллиптичности 

ଶ|ߦ|଴ିଵߥ	 ≤ ∑ ܽ௜,௝ଶ
௜,௝	ୀ	ଵ ,ଵݔ) ௜ߦ	(ଶݔଵିߝ ௝ߦ	 ≤   (1.2)	ଶ|ߦ|଴ߥ

для любого ߦ ∈ ℝଶ, ∀	ߝ, 0 < ߝ < 1 и для любого (ݔଵ, (ଶݔଵିߝ ∈ ܳଵ × ℝ, где ܳଵ	– проекция 
ܳ на ось 0ݔଵ. Постоянная эллиптичности ߥ଴  – положительное число. Задача Дирихле 
(1.1) однозначно разрешима для любой правой части ݂ ∈ (ܳ)ଶܮ . (Более подробно 
см. § 2) 

Имеет место  
Теорема 1. Решение ݑఌ задачи Дирихле (1.1) сходится в 	ܹଶ

ଵ(ܳ) при ߝ → 0 к реше-
нию усредненной задачи Дирихле 

ቐ
଴ݑ଴ܣ ≡ ∑ ܽ௜௝଴ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ (ଵݔ)
డమ௨బ
డ௫೔	డ௫ೕ

	= 	݂ ∈ ,(ܳ)ଶܮ

଴ݑ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ)		

	 (1.3) 

для любой правой части ݂ ∈   ଶ(ܳ), гдеܮ
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ܽ௜௝଴ (ଵݔ) 	= 	
∫

௔೔ೕ(௫భ,௫మ)

௔మమ(௫భ,௫మ)
Т
଴ ଶݔ݀

∫ ௗ௫మ
௔మమ(௫భ,௫మ)

Т
଴

, ݅. ݆	 = 	1,2. 

В случае, когда в (1.1) коэффициенты ܽ௜௝ имеют вид ܽ௜௝(ିߝଵݔଵ,  .ଶ), справедливаݔ
Теорема 2. Решение ݑఌ  задачи Дирихле сходится в ଶܹ

ଵ(ܳ) при ߝ → 0 к решению 
усредненной задачи Дирихле 

⎩
⎨

଴ݑ଴ܣ⎧ ≡ ෍ ܽ௜௝଴ (ଶݔ	)	
ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ

	
߲ଶݑ଴
௝ݔ௜߲ݔ߲

	= 	݂ ∈ ,(ܳ)ଶܮ

଴ݑ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ),

		 

для любой правой части ݂ ∈  ଶ(ܳ), гдеܮ

ܽ௜௝଴ (ଶݔ) 	= 	
∫

௔೔ೕ(௫భ,௫మ)

௔భభ(௫భ,௫మ)
Т
଴ ଵݔ݀

∫ ௗ௫మ
௔భభ(௫భ,௫మ)

Т
଴

, ݅. ݆	 = 	1,2. 

Теоремы 1, 2 без доказательств опубликованы в [12]. 
 

§ 2. Предварительные сведения 
2.1. Недивергентные эллиптические уравнения 

Недивергентным эллиптическим уравнением второго порядка в области ܳ плос-
кости называется уравнение 

ݑܣ	 ≡ ∑ ܽ௜௝(ݔ)ଶ
௜,௝	ୀ	ଵ 	 డమ௨

డ௫೔డ௫ೕ
	= 	݂, 	ݔ = 	 ,ଵݔ) (ଶݔ ∈ ܳ	, (2.1) 

где ܽଵଶ 	= 	 ܽଶଵ. Условием равномерной эллиптичности уравнения (2.1) является усло-
вие  

ଶ|ߦ|଴ିଵߥ ≤ ∑ ܽ௜௝ଶ
௜,௝	ୀ	ଵ ௝ߦ	௜ߦ	(ݔ) ≤ ,ଶ|ߦ|଴ߥ 	ߦ = 	 ,ଵߦ) (ଶߦ ∈ ℝଶ, п. в. ݔ ∈ ܳ	, (2.2) 

где ߥ଴ > 0 – постоянная, константа эллиптичности. Коэффициенты ܽ௜௝ предполагаются 
измеримыми функциями. Из условия (2.2) следует, что они почти всюду (в смысле ме-
ры Лебега) ограничены в ܳ. Класс операторов ܣ, определенных формулами (2.1), (2.2), 
будем обозначать ࣛ(ߥ଴; ܳ). 
 

2.2. Задача Дирихле 
Рассмотрим для уравнения (2.1), (2.2) задачу Дирихле: 

ݑܣ	 ≡ ∑ ܽ௜௝ଶ
௜,௝	ୀ	ଵ

డమ௨
డ௫೔	డ௫ೕ

	= 	݂ ∈ ,(ܳ)ଶܮ ݑ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ).	 (2.3) 

Задача Дирихле (2.3) однозначно разрешима для любой правой части ݂ ∈  ,(ܳ)ଶܮ
причем имеют место априорные оценки 

	ܿ଴‖ݑ‖ௐమ,బమ (ொ)
ଶ ≤ ∫ ଵ

Т௥௔ொ  (2.4) ,ݔ݀	ݑ∆	ݑܣ	
	ܿଵ‖ݑ‖ௐమ,బమ (ொ) ≤ ௅మ(ொ)‖ݑܣ‖ 	≤ ܿଶ‖ݑ‖ௐమ,బమ (ொ), (2.5) 

ݑ	∀ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ), 

где ܿ଴, 	ܿଵ, 	ܿଶ  – положительные постоянные, зависящие только от постоянной эллип-
тичности ߥ଴, Тܽݎ	 = 	ܽଵଵ + ܽଶଶ – след матрицы ܽ (см. [9, 10]). 
 

;૙ࣇ)сходимость в классе ऋ-ࡳ .2.3  (ࡽ
Определение 1. Скажем, что последовательность {ܣ௞} ⊂ ;଴ߥ)ࣛ  сходится-ܩ	(ܳ

к ܣ ∈ ;଴ߥ)ࣛ ܳ), если для любого ݂ ∈ (ܳ)ଶܮ  последовательность {ݑ௞} решений задачи 
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Дирихле: ܣ௞ݑ௞ 	= 	݂, ௞ݑ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ)	,  сходится в ଶܹ,଴

ଵ (ܳ)  к решению задачи Дирихле: 
	ݑܣ = 	݂, ݑ ∈ ଶܹ,଴

ଶ (ܳ). 
Иначе говоря, последовательность {ܣ௞}	сходится к ܣ, если ܣ௞ିଵ ⇀ ݇ ଵ приିܣ → ∞. 

௞ܣ предел обозначим символом-ܩ
	ீ	
→  .ܣ

Известно (см. [10]), что класс ࣛ(ߥ଴; -компактен, т. е. из любой последова-ܩ (ܳ
тельности операторов из класса ࣛ(ߥ଴; ܳ) можно выделить G-сходящуюся подпоследо-
вательность; G-предел определен единственным образом. Из свойств G-сходимости 
особо отметим свойство сходимости произвольных решений. Сформируем его в виде 
леммы. 

Лемма (см. [10]). Пусть ܣ௞
	ீ	
→ ௞ݑ ,ܣ ⇀ ܹଶ	 в ݑ

ଶ(ܳ), ௞݂ → ݂ в ܮଶ(ܳ), тогда ݑܣ	 = 	݂. 
 

§ 3. Усреднение по одной из переменных 
3.1. Доказательство теоремы 1 

Рассмотрим задачу Дирихле 

	ቐ
ఌݑఌܣ ≡ ∑ ܽ௜,௝ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ ,ଵݔ) (ଶݔଵିߝ
డమ௨ഄ
డ௫೔	డ௫ೕ

	= 	݂ ∈ ,(ܳ)ଶܮ

ఌݑ ∈ ଶܹ,଴
ଶ (ܳ),			

		 (3.1) 

где 0 < ߝ <  малый параметр; ܳ – ограниченная выпуклая область плоскости с — ߝ ,1
гладкой (класса ܥଶାఈ ) границей; матрица ܽ	 = 	 ൛ܽ௜௝(ݔଵ, -ଶ)ൟ коэффициентов – симݔଵିߝ
метрическая гладкая матрица, периодическая (периода ߝТ, где Т > 0) по переменной ݔଶ 
и удовлетворяющая условию равномерной эллиптичности 

ଶ|ߦ|଴ିଵߥ	 ≤ ∑ ܽ௜,௝ଶ
௜,௝	ୀ	ଵ ,ଵݔ) ௜ߦ	(ଶݔଵିߝ ௝ߦ	 ≤   (3.2)		ଶ|ߦ|଴ߥ

для любого ߦ ∈ ℝଶ, ∀ߝ, 0 < ߝ < 1 и для любого (ݔଵ, (ଶݔଵିߝ ∈ ܳଵ × ℝ, где ܳଵ – проекция 
ܳ на ось ܱݔଵ. Постоянная эллиптичности ߥ଴ — положительное число. Как известно (см. 
[9, 10]), задача Дирихле при условии (3.2) однозначно разрешима для любой правой ча-
сти ݂ ∈  ଶ(ܳ), причем имеет место априорная оценкаܮ

		ܿ଴‖ݑఌ‖ௐమమ(ொ) ≤ ‖݂‖௅మ(ொ),		 (3.3) 
где ܿ଴ > 0 – постоянная, зависящая только от постоянной эллиптичности ߥ଴.  

Как известно (см. [10]), класс операторов ߥ)ܣ଴,  ,{ఌܣ} компактен. Семейство-ܩ (ܳ
0 < ߝ < 1, определенное равенствами (3.1), (3.2), содержится в классе ߥ)ܣ଴, ܳ), поэтому 
из него можно выделить G-сходящиеся подпоследовательности. Пусть ൛ܣఌೖൟ ⊂ -та {ఌܣ}
кая подпоследовательность и ܣ	෡ ,଴ߥ)ܣ	߳ -ఌೖ задачи Дириݑ предел. Тогда решение-ܩ – (ܳ
хле ܣఌೖݑఌೖ 	= ఌೖݑ ,݂	 ∈ Wଶ,଴

ଶ (ܳ) сходится в Wଶ
ଵ(ܳ) к решению u-предельной задачи Ди-

рихле ܣመ	ݑ	 = 	݂, ݑ ∈ Wଶ,଴
ଶ (ܳ) (см. п. 2.3). 

Рассмотрим равенство 

ܽଵଵ(ݔଵ, 	(ଶݔ	௞ିଵߝ
߲ଶݑఌೖ
ଵଶݔ߲

+ 2	ܽଵଶ(ݔଵ, 	(ଶݔ	௞ିଵߝ
߲ଶݑఌೖ
ଶݔଵ߲ݔ߲

+ 

		+ܽଶଶ(ݔଵ, 	(ଶݔ	௞ିଵߝ
డమ௨ഄೖ
డ௫మమ

	= 	݂, (3.4) 

где ݂	 = произвольный элемент из Wଶ,଴ – ݑ ,ݑ	መܣ	
ଶ (ܳ). 

Умножим (3.4) на ܽଶଶିଵ ∙ ߮,  :଴ஶ(ܳ) и проинтегрируем. Тогда имеемܥ߳߮

න ܤ
ொ

,ଵݔ) (ݔ)߮	(ଶݔ	௞ିଵߝ
߲ଶݑఌೖ
ଵଶݔ߲

ݔ݀ + 2න ܥ
ொ

,ଵݔ) (ݔ)߮	(ଶݔ	௞ିଵߝ
߲ଶݑఌೖ
ଶݔଵ߲ݔ߲

ݔ݀ + 
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+න (ݔ)߮
߲ଶݑఌೖ
ଶଶݔ߲

ݔ݀
ொ

	= 	 න ܽଶଶିଵ

ொ

,ଵݔ)  	,ݔ݀(ݔ)݂(ݔ)߮(ଶݔ	௞ିଵߝ

где 

,ଵݔ)ܤ (ଶݔ	௞ିଵߝ 	= 	
௔భభ൫௫భ,ఌೖ

షభ	௫మ൯
௔మమ൫௫భ,ఌೖ

షభ	௫మ൯
, 

,ଵݔ)ܥ		 (ଶݔ	௞ିଵߝ 	= 	
௔భమ൫௫భ,ఌೖ

షభ	௫మ൯
௔మమ൫௫భ,ఌೖ

షభ	௫మ൯
. (3.5) 

Интегрированием по частям отсюда получим 

−න ቆ
,ଵݔ)ܤ	߲ (ଶݔ	௞ିଵߝ

ଵݔ߲
(ݔ)߮ + ,ଵݔ)ܤ (ଶݔ	௞ିଵߝ

߲߮
ଵݔ߲

ቇ
ொ

	
ఌೖݑ߲
ଵݔ	߲

ݔ݀	 − 

−2න ቆ
,ଵݔ)ܥ	߲ (ଶݔ	௞ିଵߝ

ଵݔ߲
(ݔ)߮ + ,ଵݔ)ܥ (ଶݔ	௞ିଵߝ

߲߮
ଵݔ߲

ቇ
ொ

	
ఌೖݑ߲
ଶݔ	߲

ݔ݀	 − 

−න
߲߮
ଶݔ߲

ொ

	
ఌೖݑ߲
ଶݔ	߲

	ݔ݀	 = 	 න ܽଶଶିଵ

ொ

,ଵݔ)  .ݔ݀(ݔ)݂(ݔ)߮(ଶݔ	௞ିଵߝ

Так как ܽ(ݔଵ, (ଶݔ	௞ିଵߝ ⇀ ,ଵݔ)ܽ〉 ௞ߝ ଶ(ܳ) приܮ ଶ)〉௫మ вݔ → 0 для любой гладкой функ-
ции ܽ, периодической по ݔଶ, и ввиду того, что ݑఌೖ → в Wଶ ݑ

ଵ(ܳ), после предельного пе-
рехода при ߝ௞ → 0 получим  

−න ቌൽ
,ଵݔ)ܤ	߲ (ଶݔ

ଵݔ߲
ඁ
௫మ

(ݔ)߮ + ,ଵݔ)ܤ〉 ଶ)〉௫మݔ
߲߮
ଵݔ߲

ቍ
ொ

	
ݑ߲
ଵݔ߲

ݔ݀	 − 

	−2 ∫ ቆർడ	஼(௫భ,௫మ)
డ௫భ

඀
௫మ
(ݔ)߮ + ,ଵݔ)ܥ〉 ଶ)〉௫మݔ

డఝ
డ௫భ

ቇொ 	 డ௨
డ௫మ

ݔ݀	 −	 (3.6) 

−න
߲߮
ଶݔ߲

ொ

	
ݑ߲
ଶݔ	߲

	ݔ݀	 = 	න〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, ଶ)〉௫మݔ
ொ

 .ݔ݀(ݔ)݂(ݔ)߮

Заметим, что 

ൽ
,ଵݔ)ܤ	߲ (ଶݔ

ଵݔ߲
ඁ
௫మ

	= 	
߲
ଵݔ߲

,ଵݔ)ܤ〉 ,ଶ)〉௫మݔ ൽ
߲	С(ݔଵ, (ଶݔ

ଵݔ߲
ඁ
௫మ

	= 	
߲
ଵݔ߲

〈С(ݔଵ,  	.ଶ)〉௫మݔ

Отсюда и из (3.6) получим  

−න
߲
ଵݔ߲

ொ

൫〈ݔ)ܤଵ, 	൯(ݔ)ଶ)〉௫మ߮ݔ
ݑ߲
ଵݔ߲

ݔ݀	 − 2න
߲
ଵݔ߲

ொ

൫〈ݔ)ܥଵ, 	൯(ݔ)ଶ)〉௫మ߮ݔ
ݑ߲
ଶݔ߲

ݔ݀	 − 

−න
߲߮
ଶݔ߲

ொ

	
ݑ߲
ଶݔ	߲

	ݔ݀	 = 	න〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, ଶ)〉௫మݔ
ொ

 .ݔ݀(ݔ)݂(ݔ)߮

Снова интегрированием по частям получим  

න〈ݔ)ܤଵ, ଶ)〉௫మݔ
ொ

߲ଶݑ
ଵଶݔ߲

ݔ݀(ݔ)߮	 + 2	 න〈ݔ)ܥଵ, ଶ)〉௫మݔ
ொ

߲ଶݑ
ଶݔଵ߲ݔ߲

ݔ݀(ݔ)߮	 + 
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+න
߲ଶݑ
ଶଶொݔ߲

	ݔ݀(ݔ)߮	 = 	 න〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, 〈(ଶݔ
ொ

 .ݔ݀(ݔ)߮	(ݔ)݂

Отсюда в силу произвольности ߮	߳	ܥ଴ஶ имеем: 
,ଵݔ)ܤ〉 ଶ)〉௫మݔ

డమ௨
డ௫భమ

+ 2〈С(ݔଵ, ଶ)〉௫మݔ
డమ௨

డ௫భడ௫మ
+ డమ௨

డ௫మమ
	= 	 〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ,   (3.7)	ଶ)〉௫మ݂.ݔ

Из условия эллиптичности (2) при ߦଵ 	= 	0, ଶߦ 	= 	1 получим: 
0 < ଴ିଵߥ ≤ ܽଶଶିଵ(ݔଵ, (ଶݔ	௞ିଵߝ ≤  .଴ߥ

Отсюда, ввиду слабой сходимости 
ܽଶଶିଵ(ݔଵ, (ଶݔ	௞ିଵߝ ⇀ 〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, ௞ߝ ଶ(ܳ) приܮ ଶ)〉௫మ вݔ → 0, 

получим 0 < ଴ିଵߥ ≤ 〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, 〈(ଶݔ ≤  .଴ߥ
Значит, функция Θ(ݔଵ) 	= 	 〈ܽଶଶିଵ(ݔଵ, ଶ)〉௫మ отделена от нуля 0ݔ < ଴ିଵߥ ≤ Θ(ݔଵ) ≤  ,଴ߥ

поэтому из (3.7) получим  

෍ ܽ௜௝଴ (ଵݔ)
ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ

	
߲ଶݑ
௝ݔ௜߲ݔ߲

	= 	݂. 

Так как ݂	 = ݑ ,ݑ	መܣ	 ∈ Wଶ,଴
ଶ (ܳ), где ܣመ – ܩ-предельная точка семейства {ܣఌ}, имеем 

∑ ܽ௜௝଴ ଶ(ଵݔ)
௜,௝	ୀ	ଵ 	 డమ௨

డ௫೔డ௫ೕ
	= ,ݑ	መܣ	 ݑ ∈ Wଶ,଴

ଶ (ܳ). 

Ввиду произвольности ݑ ∈ Wଶ,଴
ଶ (ܳ) получим 

መܣ		 	= 	∑ ܽ௜௝଴ ଶ(ଵݔ)
௜,௝	ୀ	ଵ 	 డమ

డ௫೔డ௫ೕ
. (3.8) 

Так как ܣመ – произвольная G-предельная точка семейства {ܣఌ}, из (3.8) имеем  

ఌܣ 	= 	 ෍ ܽ௜௝(ݔଵ, (ଶݔ	ଵିߝ
ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ

	
߲ଶ

௝ݔ௜߲ݔ߲
	
	ீ	
଴ܣ	→ 	= 	 ෍ ܽ௜௝଴ (ଵݔ)

ଶ

௜,௝	ୀ	ଵ

	
߲ଶ

௝ݔ௜߲ݔ߲
 

при ߝ → 0. Теорема 1 доказана. Теорема 2 доказывается аналогично теореме 1. 
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The problem of averaging and ܩ-convergence of non-divergent elliptic operators of the second 

order is well studied. If the Cordes condition (cone condition) is satisfied then the class of such opera-
tors is ܩ-compact. For equations in the plane the Cordes condition is not required – it is a consequence 
of the condition of uniform ellipticity. The problem of averaging of nondivergence of the second or-
der elliptic operator in the plane when the coefficients are locally periodic on one of the variables, i. e. 
all coefficients of the form ܽ(ݔଵ, ଵݔଵିߝ	)ܽ ) (or type	ଶݔଵିߝ ,  )), where ܽ is a periodic function with	ଶݔ
period T on ݔଵ (on ݔଶ) and the period εT on ݔଶ (on ݔଵ), ε > 	0	a small parameter are studied in the pa-
per. Homogenization theorems are proved. 

 
Keywords: averaging, homogenization, ܩ -convergence, non-divergent elliptic equa-
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