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Графы являются интуитивным способом представления и визуализации взаимосвязи 

между многими переменными. Графическая модель – это пробалистическая модель, в которой 
условная независимость или другие статистические меры отношений между случайными вели-
чинами представлены графом. В работе приведены описания хорошо известной гауссовской 
модели и её основного недостатка. Далее предлагается к рассмотрению графическая модель на 
основе t-распределения. Доказано, что в отличие от предыдущего случая нули в обратной кова-
риационной матрице более не означают условную независимость переменных, однако выводят 
условную некоррелируемость, что подтверждается экспериментом. Кроме того, показано что 
условная независимость не может быть выведена из модели на основе t-распределения. 
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В стандартном случае пробалистической графической модели p-размерный слу-

чайный вектор ࢄ	 = 	 ( ଵܺ, 	ܺଶ, … , 	ܺ௣) может быть представлен как неориентированный 
граф ܩ	 = 	 (ܸ,  ,ࢄ переменным в ݌ где ܸ – это множество вершин, соответствующих ,(ܧ
а множество ребер ܧ  описывает меру условной независимости среди ଵܺ, 	ܺଶ, … , 	ܺ௣ . 
Изучение графических моделей на основе наблюдаемых переменных является важной 
задачей, одна из подзадач которой – это поиск условий на ковариационную матрицу 
(или обратную к ней), при которых переменные случайного вектора условно независи-
мы или условно некоррелируемы. Другими словами, поиск условий, при которых мера 
условной независимости может быть прочитана из параметров модели (ковариацион-
ной матрицы). Самой популярной является гауссовская графическая модель, в которой 
случайный вектор ࢄ  следует нормальному распределению: ࢄ~ ௣ܰ(ࣆ, ઱) . При таком 
предположении граф ܩ  выводится из обратной ковариационной матрицы: 
દ	 = 	 ൫ߠ௝௞൯ 	= 	઱ିଵ. Более точно – ребро между вершинами ௝ܺ и ܺ௞  отсутствует тогда и 
только тогда, когда ߠ௝௞ 	= 	0, что в данной модели соответствует тому, что ௝ܺ  и ܺ௞  
условно независимы при условии всех остальных переменных ࢄ\{௝,			௞} . На практике 
данные могут отклоняться от нормальной модели, например, такие, как выпадающие 
значения и тяжелые хвосты. Поэтому в данной работе мы переходим к рассмотрению 
графической модели на основе t-распределения. Как будет видно далее, в такой модели 
нули в ковариационной матрице более не соответствуют условной независимости, од-
нако выводят условную некоррелируемость.  

 
1. Гауссовские графические модели 

В гауссовских графических моделях наблюдаемый случайный вектор  
	ࢅ = 	 ൫ ௝ܻ൯௝∈௏ , ܸ	 = 	 {1, … ,  распределен в соответствии с многомерным нормальным {݌
распределением с вектором средних значений ࣆ и регулярной обратной матрицей ઱. 
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Условная независимость в многомерном нормальном распределении просто отражена в 
обратной ковариационной матрице ઱ିଵ  распределения через нулевые элементы. Этот 
хорошо известный факт сформулирован ниже в теореме [Lauritzen, 1996]. Обозначим 
через \{݆, ݇} дополнение ܸ\{݆, ݇}. Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Положим ࢅ~ ௣ܰ(ࣆ, ઱). Тогда для ݆, ݇ ∈ ܸ, ݆ ≠ ݇ верно, что: 
௝ܻ и ௞ܻ условно независимы при условии всех остальных переменных ࢅ\{௝,			௞} тогда 

и только тогда, когда ߠ௝௞ 	= 	0 , где દ	 = 	 ൫ߠ௝௞൯ 	= 	઱ିଵ  обратная к ковариационной 
матрице распределения.  

Поэтому в графических гауссовских моделях выведение графа соответствует 
определению ненулевых элементов обратной ковариационной матрицы. Таким обра-
зом, для каждого отсутствующего ребра (݆, ݇) ∉ 	ܧ в неориентированном графе  
	ܩ = 	 (ܸ, (ܧ  переменные ௝ܻ  и ௞ܻ  являются условно независимыми при условии всех 
остальных переменных ࢅ\{௝,			௞}, что эквивалентно тому, что ߠ௝௞ 	= 	0. 

 
2. Графические модели на основе многомерного t-распределения 

Среди множества существующих форм многомерного t-распределения [Nadarajah 
& Dey, 2005; Nadarajah & Kotz, 2004a, b] наиболее общей является: 

;࢟)௣ݐ ,ࣆ ઱, (ߥ 	= 	
Γ ቀఔା௣
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где ߜ(࢟, ,ࣆ ઱) 	= 	 (࢟ − ࢟)઱ିଵ்(ࣆ − (ࣆ  – это расстояние Махаланобиса между ࢟  и 
,ࣆ ࢟ ∈ ℝ௣. Вектор ݕ ∈ ℝ௣  и положительно определенная матрица ઱	 = 	  являются (௝௞ߪ)
двумя первыми моментами распределения, когда ߥ > 1. Ковариационная матрица рас-
пределения равна ߥ)/ߥ − 2)઱, когда ߥ > 2. 

Полезный способ для построения t-распределения состоит в моделировании p-
размерного нормального случайного вектора ࢄ~ ௣ܰ(૙, ઱) независимо от случайной ве-
личины, имеющей Гамма-распределение: ߬~Γ(ఔ	

ଶ
, +ࣆ~ࢅ Тогда вектор .(2/ߥ -рас ߬√/ࢄ

пределен в соответствии с ݐ௣(࢟; ,ࣆ	 ઱, -Более того, важ .[Nadarajah & Kotz, 2004b] (ߥ
ным фактом, использованным при доказательстве последующей теоремы, является то, 
что условное распределение  

,при условии ߬ – это ௣ܰ(૙ ࢅ ઱/τ).  
Однако в отличие от гауссовской модели, как нами доказано, для t-распределения 

условие ߠ௝௞ 	= 	0, ݆ ≠ ݇  более не соответствует условной независимости ௝ܻ  и ௞ܻ  при 
условии ࢅ\{௝,			௞}. Этот результат описывается следующей леммой. 

Лемма 1. Положим ݐ~ࢅ௣(࢟; ,ࣆ	 ઱, ,݆ Тогда для .(ߥ ݇ ∈ ܸ, ݆ ≠ ݇ верно, что: 
௝௞ߠ 	= 	0 не выводит условную независимость ௝ܻ и ௞ܻ при условии всех остальных 

переменных \{݆, ݇}.  
Теорема 2. Пусть ࢄ~ ௣ܰ(૙,દି૚)  и ߬  независима от ࢄ  и следует гамма-

распределению. Определим ࣆ~ࢅ+ -Тогда ௝ܻ и ௞ܻ являются условно некоррелируе .߬√/ࢄ
мыми при условии ࢅ\{௝,			௞} тогда и только тогда, когда ߠ௝௞ 	= 	0, ݆ ≠ ݇. 

Таким образом, важным результатом нашей работы является то, что нули в мат-
рице ковариаций являются необходимым и достаточным условием для условной некор-
релируемости. Определим соответствующую t-распределению графическую модель 
следующим образом: ߠ௝௞ 	= 	0  для ݆ ≠ ݇  соответствует отсутствию ребра (݆, ݇) ∈ ܧ  в 
графе ܩ	 = 	 (ܸ,  с множеством вершин (ܧ
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ܸ	 = 	 {1, … , -Ребра в графе идентифицируют условную независимость в скры .{݌
том гауссовском векторе ࢄ. По теореме 2, однако, мы можем интерпретировать граф в 
соответствии с наблюдаемыми переменными ௝ܻ, ݆ ∈ ܸ, ܸ	 = 	 {1,… , {݌ , что является 
очень привлекательным свойством. 

 

 
 
Рис. 1. Эмпирическая корреляция Y1 и Y2 для значений Y3 в окне размером 0.01  
в случае стандартного t-распределения 

 
Данная теорема подтверждается наглядно. Для этого, мы рассматриваем 	

	݌ = 	ࣆ			,3	 = 	ߥ			,0	 = 	3 и распределение с ݐଷ(࢟; 	0,દି૚, 3) с корреляционной матрицей:  

દ	 = 	 ൥
1 0 −0.5
0 1 −0.5

−0.5 −0.5 1
൩.   (2) 

 
Мы смоделировали независимые выборки до тех пор, пока не будем иметь 

100 000 наблюдений с ݔ < ଷܻ < ݔ + 0.01 для 121 значений ݔ в промежутке [−6,6]. Эм-
пирическая корреляция ଵܻ и ଶܻ при условии ଷܻ для различных значений ଷܻ показана на 
рис. 1. 

Как мы видим, данная корреляция с небольшими отклонениями равна нулю для 
всех значений ଷܻ в промежутке [−6,6] с шагом, равным 0.01. 

Как уже было отмечено, нули в обратной ковариационной матрице не обязательно 
выводят условную независимость, которая является более сильным условием нежели 
условная некоррелируемость. Для вывода графа ܩ	 = 	 (ܸ, -в котором отсутствие реб ,(ܧ
ра между вершинами (݆, ݇) ∉ ܧ  соответствует условной независимости ௝ܻ  и ௞ܻ  при 
условии всех остальных переменных, нам нужно найти соответствующее условие на 
обратную ковариационную матрицу. Однако результат ниже доказывает, что для t-
распределения свойство условной независимости не может быть прочитано по пара-
метрам модели (другими словами, по ковариационной матрице или обратной к ней).  

Лемма 2. Если вектор ࢅ имеет t-распределение, определенное выражением (1), 
тогда ∀݆, ݇  верно, что ௝ܻ  и ௞ܻ  не могут быть условно независимы при условии всех 
остальных переменных ࢅ\{௝,௞}.  
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Замечание 1. Заметим, что этот случай независимых ௜ܻ не включен в определение 
(1), это хорошо известное t-распределение. 
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Graphs are an intuitive way of representing and visualizing the relationships between many var-

iables. A graphic model is a probabilistic model whose conditional independences or other measures 
of relationship between random variables are presented by a graph. In the paper we mention a well-
known graphic Gaussian model and show the main disadvantage of such model. Then we introduce a 
graphic model based on the multivariate t-distribution. The research has proved that unlike Gaussian 
case zeros in inverse covariance matrix no longer correspond to conditional independence of variables, 
but the conditional uncorrelatedness still holds, this result is proved by simulation. Moreover, we also 
show that conditional independence cannot be obtained from this model. 
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